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Einleitung. 



Nachdem Fredholm ^) zuerst eine Auflösungsmethode der 
inhomogenen linearen Integralgleichung 

fis) = g>{s)--lfK{s,t)q>(t)dt 

a 

und der homogenen linearen Integralgleichung 

h 



= <p{s)-xf K{s,t)g){t)dt 



a 



gegeben, hat Hilberth) auf eigene Weise, besonders durch Ein- 
führung eines symmetrischen „Kerns" K(s,t), die Theorie von 
neuem begründet und sie auf die Theorie der Differentialglei- 
chungen sowie der Variationsrechnung angewandt. 

Neuerdings hat Hilberth) diese Theorie mittels der Theorie 
der orthogonalen Transformation einer quadratischen Form mit 
unendlich vielen Variabein abgeleitet und so eine einfachere und 
einleuchtendere Entwickelung der Theorie aufgestellt. Zur Be- 
handlung der isoperimetrischen Variationsprobleme ist es nötig, 
die Theorie einer quadratischen Form samt einer endlichen An- 
zahl von linearen Nebenformen in unendlich vielen Variabein auf- 
zubauen. Dies ist das Ziel der vorliegenden Arbeit. Es gelingt 
in der Tat eine vollkommene Analogie zu der Hilbert sehen 
Theorie zu erreichen. Von größtem Interesse sind die Sätze I"~V^^ 
X und der Satz auf S. 59. 

Der Einfachheit und Uebersichtlichkeit halber wird in der 



1) Acta mathematica Bd. 27. 

2) Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, Math.- 
Phys. Kl. 1904 Hefte 1 und 3. 

3) Loc. cit., 1906 Hefte 2 und 4. 

1 
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Entwickelnng nur eine Nebenbedingung gebraucht; sie bietet trotz- 
dem alles wesentliche der erweiterten Methode. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, Herrn Professor Hilbert 
meinen innigen Dank auszusprechen für das liebenswürdige Inter- 
esse, welches er dieser Arbeit entgegengebracht hat, sowie auch 
für die große wissenschaftliche Anregung, die mir immer seine 
Vorlesungen gewährt haben. 



I. Das einfachste isoperimetrische Variationsproblem. 

Es liege folgendes Variatioiisprobleiii vor : Unter allen Kurven, 
welche zwei gegebene Punkte verbinden und dem Integral 



(1) K=fG{y',y,x)dx 



b 
a 



einen vorgeschriebenen Wert l geben, soU diejenige bestinunt 
werden, längs deren das Integral 



(2) J = fF{y\y,x)dx 



a 

ein Minimum bez. Maximum erhält. 

Sei y == y{x) die gesuchte Kurve. Die Theorie der Varia- 
tionsrechnung lehrt uns, daß sie notwendig eine Extremale ist^), 
d. h. eine Kurve, welche bei nichtverschwindendem Wert von A 
der Gleichung 

genügt, wo H = F+ (iG ist und Hyj H^ die Ableitungen nach 
t/, bez. y' bedeuten. Die allgemeine Lösung von (3) enthält die 
Größe ft und die beiden Integrationskonstanten a, ß ; ihre Werte 
auf der Minimalkurve seien ^o > ^o > ßo- 

Ersetzen wir nun diese Kurve durch eine benachbarte Kurve: 

y = y + su, 
wobei u folgende Bedingungen erfüllen soll: 



1) Vgl. Kneser, Variationsrechnung, S. 117; Bolza, Calculus of Varia- 
tions, Chicago, S. 206. 

1* 
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1) im Intervalle a^x^b ist u eine einmal stetig differen- 
zierbare *) Funktion von x , 

2) u verschwindet an den Stellen a und 6; 

3) das längs dieser Kurve erstreckte Integral 

^t= J G(y',y,x)dx 

a 

ist gleich l, m. a. W. JK = K^-- K^ ist gleich Null, wenn K^ das 
mit demselben Integranden längs der Extremale erstreckte Inte- 
gral bedeutet^). 
Nun ist aber 

(^ {y\ Vj^) = ^& + «w', y + SU, x\ 

oder in einer Taylor sehen ißeihe bei genügend kleinem s ent- 
wickelt, ist dieses auch gleich 

ö(J?,^,^) + «(w'G, + w(?,) + a« (....) + •••, 

wo z. B. unter G^ , G, zu verstehen ist, daß in der Ableitung der 
Funktion Q {y\ y, x) nach y'^ bez. y die Werte auf der Extremalen 
y = y(x) eingesetzt sind. Es ist also 

JK=J [6{u'G, + uG,) + s'{....)+'"]dx, 

a 

oder, da JK = und die Reihe für kleines b gleichmäßig kon- 
vergiert, erhalten wir, indem wir durch s dividieren und dann s 
gegen Null konvergieren lassen: 

J {u'G,+uG^)dx = 0. 

a 

Wenden wir Produktintegration auf das erste Grlied an, und 
berücksichtigen, daß u{a) = m(6) = ist, so haben wir 



r^^'-i^'j^^^-o 



1) Eine Funktion, deren n erste Abteilungen stetig sind, nennt Hubert 
n-msil stetig differenzirbar. 

2) Betreff, eine geeignete von Weierstraß hergestellte Variation dieser 
Art vgl. Bolza 1. c. S. 207, wo — allerdings in der Parameterdarstellung — 
ihre Existenz bei genügend kleinem £ und der Voraussetzung bewiesen wird, daß 
die Kurve y = y{x) keine Extremale des Integrales K ist. 
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oder 





pb 
J ug{x)dx — 0, 

a 


wenn wir 









setzen. 

Längs derselben Vergleichsknrve haben wir gleichfalls 

^ pb - _ 

J^ + li^K^ = J H(y' + 6u'jy + su,x)dx 

a 



a 



oder genaa wie oben 

Da -^-ff = und H^—-^H^ = sind, können wir aus der so 
erhaltenen Beziehung 

den Schluß ziehen, daß im Falle eines Minimums das erste Glied 
rechts, die sogenannte „zweite Variation" notwendig positiv oder 
Null ist. Die folgende Untersuchung betrifft diejenigen Fälle, in 
denen sie positiv ausfällt. Man kommt also zu folgendem neuen 
Variationsproblem: Welche Bedingungen kann man sich stellen, 
so daß es unter allen Variationen, bei denen 

J ug(x)dx = 

a 

ist, eine nicht identisch verschwindende Variation geben soll, bei 
der das Integral 



_ 6 — 



s 

2 



rjf{""-«"-«*(^-^-)}'" 



ein positives Minimum besitzt. Da es sich bloß um den positiven 



s' 



Charakter dieses Minimums handelt, kann man das -q- fortlassen 

und unter Hinzunahme einer Konstanten die Forderung einer nicht 
identisch verschwindenden Variation folgendermaßen ausdrücken : 
Es soll u(x) die Nebenbedingung 

J u^(x)dx = 1 

a 

befriedigen. Mittels des Ausdruckes. 

hat man für dieses Variationsproblem die Lagrangeschen Grlei- 
chungen : 

L(ii) + Xu + X'g{x) = 0, 

J u{x)g{x)dx = 0, 
a 

J u^{x)dx = 1, 

a 



wo 



L(u) = ^iH,y) + (^-H„y 

ist. Auf diese Weise wird man zu der Untersuchung dieser 
Diflterentialgleichung mit Nebenbedingungen geführt. Wir ent- 
wickeln zu diesem Zwecke in den folgenden Abschnitten eine ver- 
allgemeinerte Theorie der Integralgleichungen, durch die, wie 
später eingesehen wird, dieses Minimalproblem vollkommen aufge- 
löst werden kann. 



n. Die Theorie einer quadratischen Form und einer 
linearen Nebenform mit unendlich vielen Variabein. 

Wir definieren 

1) eine quadratische Form der unendlich vielen Variabein 

a?i, Ä?2 , . . . 
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Q),2= 1,2...) 

WO die Koeffizienten bekannte reelle Konstanten sind, und die 
Indices p, q die JReihe aller positiven ganzen Zahlen durchlaufen ; 

2) eine bilineare Form der unendlich vielen Variabein a?^ , rr, , . . . , 

ViiVti • • • 

(i),2=l,2,...) 

wo die Opq von den x und ^ unabhängig sind; 

3) eine lineare Form der x 

G{x) = 2 ^P^P 

(p=l,2,...) 

mit bekannten reellen Koeffizienten dp\ 

4) quadratische, bez. bilineare, bez. lineare Formen der Vari- 
abein 

•^1 > ^8 j . . . , a? , i/j , 2/2 > • • • > y j 

die wir aus den eben definierten Formen, bekanjiten reellen kon- 
stanten Koeffizienten und x' , y' bilden. 

Indem p, q nur die Werte von 1 bis zu einer endlichen ganzen 
Zahl n annehmen, hat man die entsprechenden Abschnitte dieser 
Formen 

-^n yp^f ^^ ^ ^P? '^P '^9 i 

(i),2=l,...,w) 

-^ni^^y) = S ^^pVqi n.s.w. 

Cp, 3 = 1, . . . , ti) 

Wir stellen gleich hier die Abkürzungen zusammen, die wir 
im folgenden brauchen wollen. Es soll 

d = S rfj» bez. S ^p 

(2? = 1,2,...) (i) = l,...w) 

d' — ^' 
d' 

und im allgemeinen 

(m, ü) = 2 ^pVp^ bez. («, ^^)„ = S «^p^^p 
(i? = l,2,...) (2> = l,...,w) 

bedeuten. 

Die Summe aller Koeffizienten der Griieder Xpyp in der Form 
A^(x,y) heiße die Faltung der Form und werde mit ^„(. ,•) t)e- 
zeichnet. 
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Wenn irgend zwei bilineare Ausdrücke mit endKch vielen 
Variabein 

(i>, Q = 1, • • • » W) 
(2), 2=l,...,n) 

vorgelegt sind, so heiße nach Hilbert die Summe 

dA^{x,y) dB^{x,y) dÄ^{x,y) dB^{x,y) 

1 1 — 



%, 



dx. 



öy„ 



dx^ 



^j dpr Ofq Xp yq 

(p,3,r=l,...,w) 



die Faltung ^„ (ic, . ) jB„ ( . , y) der Formen A, B. 

Unter K^ K^ (Xj y\ K^ K^ K^ i^iy), • • • verstehe man die ans 
K^{Xjy) durch fortgesetzte Faltungen gebildeten Formen: 

K,K,{x,y) = K^(x,.)K,(^.,y) 

= J2j ^pr f^rq ^p yq > 

E^K,K,{x,y) = K,{x,.)K^K,(.,y) 

= JlJ '^pr ^rs f^aq ^p yq j 

(p, g, r, s = 1, . . . , w) 



Im Falle zweier bilinearen Formen 



mit den 2n + 2 Variabein ^i , . . . , a?« > ^'j J/i > • • • > ^n ? y' definieren 
wir auch ihre Faltung: 



2 

= 1,...,»») 



^«(^.•)-B«(->y) 

d2„ (x, y) dB„ (x, y)_ _aZ„ {x, y) dW„ (x, y) 



öyi 



dx. 



dy' 



dx' 



Wir bilden nun die Diskriminante der Form 



■£« (.^) - (*■ i^, «)« - «' ö« (x) ; 



sie ist nämlicli 



(4) 



-D„W = 






— 9 



und ist bekanntlich eine ganze rationale Punktion (w — 1)*®" Grades 
in (i mit lauter reellen Nullstellen, die wir mit 



„(n) (n) («) 

ri J r2 > • • • > rn-i 



bezeichnen und die wir sämtlich als von einander verschieden 
annehmen wollen. 

Wir bilden zunächst aus (4) die geränderte Determinante 



D^{(i]u,a) = 



^ni > • • • » Kn ~~ (^ J ^n> ^n 
,«<«,< 



e« 



und die Resolvente der quadratischen Form K„: 






Aus der Form D„(fi;w, a) erhalten wir für u^ = Upyu' = a' 
die quadratische Form D^ (n ; w, «) ; umgekehrt , ergibt sich die 
erste Form direkt aus der letzteren: 



-D„(ft;w,a) = ijai 



(5) 



+ «» 



+ a 






+ 



I 



Fügen wir nach dem Hilbertschen Verfahren dem Systeme 
von linearen Grleichungen 

Ki^i + {K2 — (^)^2-\ f-*2n^» + ^2^' = ö^a 

(6) 

d^x^ + d^x^-] \-d,,x^ = a' 

den Ausdruck mit unbestimmten Koeffizienten 

U^X^ + U^X^-\ \-U^Xn + u'x' = U 

hinzu , so haben wir n + 2 lineare Gleichungen in den n + 1 Un- 
bekannten x^, , . , ,x^,x'. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung für eine Lösung ist das Verschwinden der Determinante 
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(7) 



"'u ■" f* » • • M ^m ) ^1 > ^1 



d. 



n\ 



, . . . , »„ , ü , a 



w, 



> • • 



, tt-, w', w 



Diese Bedingung können wir aber durci Zerspaltung der letzten 
Kolonne auch schreiben: 

w.2)„(^) + 2)„(ft;w,a) = 0. 

Die Resolvente gibt also die Lösung des Systemes (6); man hat 
nämlich die x^Jx' als Koeffizienten der u^,^i' in der Resolvente: 

u = u^Xi + " +u^x^ + u*x' = K{(i]u,a)j 

, öK(a, a) , , öK(a,a) 
x^ = \ — J^ , a; == 4 — "^ ■ ^ • 



da^ 



^ 



da' 



Die Möglichkeit einer Auflösung hört im allgemeinen auf, 
wenn ft gleich einem der Werte iif^ , . . . , f*i*üi ist. Wendet man aber 
den Grrenzübergangsprozess an, so findet man ohne Schwierigkeit, 
daß 

u^u^x, + *'' + u^x^ + u'x* = D^ijji'P) u, v), 

,.:x'.x = ^IT ^ : " ' 

, ai),(^r> ;t;,r), a2),(^r ;t-,t;) 
• • • j ■ • / 

dv^ dv 

für jedes willkürliche Wertsystem v die Lösung des folgenden 
homogenen Systemes liefert: 



X,: 



Dieselbe Tatsache zieht man aus der Uberlegxmg, daß die Lösungen 
dieses homogenen Systemes den Unterdeterminanten von 2)„0*J"0> 
d. h. den Koeffizienten Dpq (bei festem/?) von D„(^5**^; w, r) pro- 
portional sind. (Man bemerke z. B. , daß die Unterdeterminanten 

von i,i > ^22 ~ ^? • • • > ^2n j ^2 ^^ -^n W identisch mit den Koeffizienten 
von li^ a,, Wa öj, . . . , ^/„aJ, w' a, in -D„(fA ; «*,a) sind.) Nun sind die x 

(Funktionen der Ä, d und ft) den Größen g^ > ^ezw. 
** C*,^ ^ (Funktionen der Je, d, (i und t;) proportional; es 
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müssen also dei letzteren alle den gleichen Faktor q) {v) enthalten^ 
sonst keine Funktion von v] und zwar ist dieser Faktor linear 
in den v. Wegen (5) kommen wir mithin zu dem Resultat, daß 
die Form D„ (ftf^; w, v) in ein Produkt 

^„(^r'>,^) = L{v)M{u) 

zerfällt. Diese Form ist symmetrisch in u,Vj weil kpq gleich Iqp 
ist ; es muß also M(u) bis anf einen konstanten Faktor dieselbe 
Linearform wie L(u) sein und wir haben die Identität: 

-D„(f^n^^t;) = ±c'L(u)L(v), 
oder anch 

Die Form D^iii) ist vom (n — iy^ Grad in ^, die Form 
D^ (fi ; Uj a) ist vom {n — 2)*®^ Grrad, abgesehen von Anfangsgliedem 
in u'a^JU^a', bezw. u'a', wo fi bis zimi (w--l)*«°, bezw. n*®** Grad 
vorkommt. Wir entwickeln also die Resolvente in eine Partial- 
bruchreihe mittels des Ansatzes: 

-K(,t;M,M)= s -;r^bs- + ^ + C(^. 



Es ist 






f» = f»!"' 



Bei jedem ;tj"' ist der Nenner von Null verschieden, weil die NnU- 
stellen als eiafach vorausgesetzt sind. A, ist also von der Form 

A, = ±mu), 

nnd man erhält 

(i = l,...,n — 1) f*-f*. 
Durch direkte Berechnung findet man: 



- (- <*)"-' s 



dp dg * 

tfp iiq 



+ 



/i». 3 = 1. • • • . «N 



d 
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Ans den beiden Identitäten erhält man durch Multiplikation mit 
fi und Grrenzübergang zu fi = cxd: 

^''^'''=±L\{u)±....±L^,{u), 



S 
CP,q=l...n 

vi)<:ä 



) 



Vpi*q 



wp tlq 



eine identische Beziehung, die nur dann bestehen kann, wenn rechts 
jedes Grlied positiv ist. Es folgt also daraus, daß 



— K (ft ; w, w) = 



(i=l,...w— 1) f*-^* 



(n) 



+ B + C(i. 



Wir legen jetzt zu Grunde die Form 

Wir könnten durch analoge Betrachtungen zu ähnlichen Ergeb- 
nissen gelangen, wie die vorhergehenden. Wir bemerken aber, 

daß die Substitution ^ = -j- unter Multiplikation mit (— A)""* die 

Determinante (7) in die folgende transformiert: 

1 — ÄjjA, ..., —^in^i^ti^i 



— Är„i A, . . . , 1 — «;„„ A, a„, a, 

a 



»j, . . . , d^j ^> "" 



w 



A 

u 



tij , . • . , t^„ , , 

Durch Vergleichung dieser Determinante mit der aus der obigen 
Form gebildeten Determinante sehen wir, daß wir von der einen 
Theorie zur anderen übergehen können , indem wir ^, u', a' und u 

durch — , — ku', — Aa'^und — Xu ersetzen. Wir bekommen auf diese 

Weise eine neue Resolvente, die unter Benutzung von x und y 
statt u und a ist 



WO 



i>n{^](^,y) = 



— Aj^jA, . . . , 1 — fl^„^A, d^yX^ 
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and 



Dni^) = 



— Ä^jÄ, . . . , 1 — f^nn^i »n 
«j , . . . , Ct^j U 

Es mögen die w — 1 reellen Nullstellen von D^ [X) 



1 — Ä,i^, • • • ) ■" ^in^» ^1 



1 («) 2 



(n) 
»-1 



die Eigenwerte der Formen Ä'„(^), G^„(^) heißen. 

Es gelten ferner zwei Darstellungen der Resolvente: 



1) 



1- '^ 



i(n) 



+ 



U-i (a?) L«-. (y) 

1 

1- 



1W) 



WO 



F„iX;x,y) = (d',x)„^ + {d',y)^ -^+ ^.K„{d') 



d* ' ' '-" d^ <^ ' ^ 
ist mid die Form 

Lp (x) = Lp (x) + ApXx' 

die lineare Funktion Lp {x) von iCj , . . . , ^n enthält ; 

2) K{^]X,y) = \x,y}, + x\K,{x,y)]+k'[K,K,{x,y)\ + 

wo {ÄJ,y|n> |-Sr„(^)2/)j? ••• folgende Bedeutung haben: 



d' 



d' 



{ Z„ {X, y)] =K, {X, y) + (K, (d', y) - {d', y\ K„ (d')) 4 



d' 



y' , ir /j/\ ^'y' 



+ {K„id',x)-id', x)„ E„ {d')) Ar + K, (d') -J 
KZ, (^, y) j = K„K„(x,y) + (^„ä; {d; y)-K„ (d', y) K„ {d') 



x' 



-{d',y\K^K„{d')+{d',y)„Klid'))-^ + {KKn{d',<c)-K,{d',x)K,{d') 

d* 



y 



x'y' 



id',x)„ K„ K„ {d') + {d; xX Kl {d')) ^+{K„K„(d')-K'„ (d')) -^ 
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u. s. w., nnd wo femer 



{X, y)n = («, y)n - (^', X)n i^'' V)* 1 



K„ {x,y) = K„ {X, y) - (d', z)„ E, (d', y) - (d',y)„ K, (d', x) 

+ (d',xUd',ylE,(d'). 

sind. Durch Vergleichung dieser Darstellungen und eine leichte 
Umformung hat man 



[X,y}^ = A(^)A(y)+-- + in-i(^)in-i(y), 



{KM\ = A(^yI + ...+ ^»-.(yn-(y) 



i(n) I • i(M) 



— WO Lp {x) = Lp {x) + Ap Xp^x' ist , — sowie auch die folgenden 
x',y' nicht enthaltenden Beziehungen: 



(8) {X, y\ = L, {x) L,{y) + • • . + L,_, {x) L„., {y) , 



^n(^,y) = '\(n)^ - + '- + 



(M) ) 



"'»-1 



JT ^ (a; V) = -^. (^) -^. (y) - + . ■ . + ^'^- (^) -^''- (y> 

-"-n -"^n V**'> yy — (k^'^^Y (>t^*** )• 



Setzen wir Lp(x) = 2 ^pgiz^g, so bekommen wir un- 

(g = 1, . . . , n) 

mittelbar aus der ersten Formel (8) 

(^, y)n = S ip (^) ip (y) + (^S ^)n (d', y)n 

= S (S ^« ^,) (S W y<d + (d', ^)n (d', y)n 

iP) (2) (so 

wo die Indizes q, q'j bezw. p ev. p' wie auch in der Folge stets 
von 1 bis 7), bezw. n — 1 laufen; durch Vergleichung der Koeffi- 
zienten auf beiden Seiten haben wir: 

S ^pq W +did'^, = ivLT q =^ q\ 

iP) 

= 1 für q = q , 

Nach der Multiplikationsregel der Determinanten ist also 
das Quadrat der Determinante aus den Koeffizienten der Lp{x) 
und (d',rr),^: 
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7 7/7' 



hnJ • •• > ''•-Inj ^n 



^11 > • • • > ^m 



^«-1 11 • • • ) *n-l 

^' /7' 



1 0...0 
1...0 

• •II 

0...1 



= 1; 



die Determinante ist also ± 1 und das hat zur Folge , daß die 
Formen Lp{x) und (d\x)n linear unabhängig sind. 

Setzen wir nun in der ersten Formel (8) für die y die Werte 

Vi = ^pi 5 j Vn = 'p» 

ein, so haben wir: 

L,{x) = 4(^)4G)ip(.)+-.. 
+ Lp{x)LpQLpQ + '*' 
+ L„_, {x) L,_, (.) Lp (.) + (d', a;)„ (d', .)„ Lp (.) , 

wo ip'QipQ, (d!', .)n ip G) die Faltungen 

Lp^ (•) Lp (.) = 2 K^ ^p^q > 

(8) 

(ß j •> Lp (.) = 2 hq "<i 

bedeuten. Da nun die Lp (x) und (d', a;)„ linear unabhängig sind, 
kann die Identität nur dann bestehen, wenn 



Lpi,)Lp(.) = 0, 
Lp{,)Lp{,) = 1, 
(d',.),L,(.) = 

sind. Wenn wir auch bemerken , daß 



(P + P') 



(d',.Uä',X = d['+'"+dn =^ 



s^ 



d 

gleich 1 ist, so können wir diese Resultate so aussprechen, indem 
wir sagen , daß die n linearen Formen : L^ (x), • • . , L„_i {x)y (d', x)^ 
ein orthogonales System bilden. 

Wenden wir auf (8) die orthogonale Transformation 

^i = L, (x)j . . . , x^_i = L„_j {X)j Xn = {d j X)n 
an, indem wir y gleich x setzen, so ergibt sich 



X 



/2 



./2 



= ZI L 

1 (n) ~ 



^ ^n-i 



(n) ? 
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wenn man nun bemerkt, daß bei der Nebenbedingung (djX)^ = 

Knipe) gleich K^ix) ist, so hat man folgenden bekannten Satz: 

Wenn zwischen den n Variabein x^, . . . , x^ eine lineare Be- 
ziehung besteht, dann läßt sich jede quadratische Form 

J^n yX/j ^= ^ fCpq Xp Xq y^pq ^^^ '^Qp) 

(jp = 1, . . . , n) 

auf die Summe von w — 1 Quadraten transformieren durch eine 
orthogonale Transformation. 

Da durch diese orthogonale Transformation die Form K^{x) 
auf die Summe von n — 1 Quadraten sich transformieren läßt, so 
verlangt ein bekannter Satz der Theorie der orthogonalen Trans- 
formation, daß die Diskriminante der Form K^ (x) gleich Null sein 
muß, was man durch direkte Berechnung bestätigen kann, indem 
man die mit d^, , d„ multiplicierten Zeilen addiert. 

Bei der Betrachtung der Maxima und Minima unserer qua- 
dratischen Formen beschränken wir die Variabein aj^, . . . . , a;„ durch 

die Ungleichung {x, x)^ = (x, xX + (d', xy <1. 

Es sei A*"^ der kleinste positive Eigenwert, dann ist 

+ 

da nun jeder Klammer negativ ist, so muß 



sein. Es nimmt aber diesen Wert an für L^{x) = 1, L^{x) ^= 
L]{x) = • • • = Z„_i (x) = 0. Wir haben also den Satz : 

Das Mcummum der positiven Werte von K^ix) ist der reisiproke 
Wert des absolut kleinsten positiven Eigenwertes, 

Unter Hinzunahme der Nebenbedingung L^{x) = hat man 
analog 

+ 



+ -^n-i W ( "^(n) JW] J 
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woraus wir den Satz erhalten: 



Das Maximum der positiven Werte von Kn{pc) hei der Neben- 
hedingung L^{x) =i ist der reziproke Wert des zweiten absolut 
kleinsten positiven Eigenwertes. 

Auf diese Weise erkennt man die reziproken positiven Eigen- 
werte als die successiven Maxima von jKn(^), wenn man successive 
die Nebenbedingungen L^ (x) = 0, i, (a;) = 0, . . . hinzufügt. 

Da für {d'j x)n = die Formen Kn (x), {x, x)n sich auf Kn (x)y 
bez. (x, x)n reduzieren, so haben wir folgende Sätze: 

Das bei der Nebenbedingung (d', x)n = und der Beschrqnkung 
(x, x)n ^ 1 relative Ma^ximum der positiven Werte von Kn{x) ist der 
reziproke Wert des absolut kleinsten positiven Eigenwertes. 

Die reziproken Werte der positiven Eigenwerte sind die suc- 
cessiven Maxima der positiven Werte von Kn (x), wenn man zu der 
Nebenbedingung (d', a;)„ = successive die Nebenbedingungen 
L^(x) = ü, L^(x) ^ 0, U.S.W, hinzufügt. 

Es ergeben sich gleichfalls Sätze über die negativen Werte 

von Kn (x), bez. jBT« (x), z. B. folgender : 

Das bei der Nebenbedingung (rZ', x)n = relative Maximum der 
absoluten Beträge aller negativen Werte von Kn(x) ist der reziproke 
absolute Betrag des absolut kleinsten negativen Eigenwertes. 

Wir büden uns nun die Faltung des besonderen Faltungs- 
faktors 

Kl,{x,y) = K„{x,y)-{^{d',x\-~^K,{d',y) 

mit der ßesolvente. Unter Berücksichtigiing der Werte der Formen 
l^j2/}n, |-^»i(^>y)!) u-s.w. haben wir: 

K',(x,.)\.,y\n= \K,{!>i,y)\, 

K^{x, .) \K,{., y)\ = \K,K,{x,y)\, 

H. s. w. 

Wir können die Faltungen auch so erhalten, indem wir be- 
merken, daß Kn{x,y) aus |Z»(ä;, y)| entsteht, wenn 

X* 

ist; letzteres ist aber der Koeffizient von -^ in ja?, y}, und aus 
der DarstelliHig der Form ja?, y}, S. 14 ist daher 
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"Wir können also sagen, daß Kn{x, y) durch 



+ • • • H 



i(n) I I 3(iw 

dargestellt wird, wenn wir die rein formale Bedingung 
limzafagen. Es ist non 



i,(.)L,(.) = ^pAArAr, (P + S), 



und wir haben beispielsweise Kl,(x,.) {■, ^L 



„ L,(x)L<,(y)Lp{.)Lq(.) 

1), 2, = (!,...,♦») *P 



' ' (J>,ä) 



' ' (P) (a) 

wegen der formalen Nebenbedingung. 
Es ist also 

oder 

(9) K^(A;:r:,y)-Airi(a:,.)KH(A;.,y) = \x,y\^. 

Setzen wir nun für die y die besonderen gegebenen Werte: 

yi = öo "M ^H = «,., y' = a', 
so ist Kh eine lineare Funktion der x\ 

K„(A;a:, a) = «1«;,+ • • • + a^a?^ + a'a:', 

deren Koeffizienten a bekannte lineare Funktionen der a sind: 
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Auf diese Weise ergibt sich ans (9) 

oder 

{x,a\ + x'a'-XK;,{x,a) = {x,a]^. 

Da dieses aber eine Identität in den x ist, so hat man durch Koef- 
fizientenvergleichung unter Berücksichtigung der Bedeutung von 

(i,q = 1, ...,w), 

d* d*\ d*/ 

Mrdtipliciert man die letzte Gleichung successive mit d* dj, . . . , d* d^ 
und addiert das Produkt der ersten bis nten Grleichung, so erhält 
man: 

(lOi) tti-X ;S kiqaq + d^dia' = o,-. 

(2=l,...,n) 

(i = 1, . . ., w). 

Wenn man endlich diese Gleichungen und die letzte der vorher- 
gehenden addiert, indem man diese mit d^, ..., d«, bez. — d mul- 
tipliciert, so ergibt sich 

(10«) ä^f^^-\ h ^n«» = «'• 

Die Beziehungen (10) sind n + 1 Identitäten; wir können also 
sagen: 

Die Koeffizienten Op , a' der Xp, x' in Kn (A ; x, a) lösen das 
System von n linearen Gleichungen 

Xi — X 2 hiqXq + diX' = a,-. 
(2=1,. ..,n) 

(i = 1, . . . , w) 
mit der linearen Nebengleichung 

d^X^^ hdn^n = «S 
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es sei denn, daß X ein Eigenwert ist. Wenn X kein Eigenwert 
ist, hat das homogene Gleichnngssystem 

a?» — A S kq Xq + dix' = 0, (i = 1, . . . w) 

(2) 

keine Lösung, a, = • • • = a„ =• «' = ausgenommen, da sonst 
das inhomogene System nicht für jedes Wertesystem a^, a' lösbar 
sein könnte. Hieraus folgt die Eindeutigkeit der Lösungen des 
linearen Systems. 

Sei andererseits A = Xp^ ein Eigenwert; aus der ersten Dar- 
stellung der Resolvente, S. 13 ist 

L (l--T(w)Kn(^;^»2/) = Lp{x)Lp{y). 

Wenn wir also (9) mit 1 — ^^ multiplicieren und zum Limes 
A = Xf' übergehen, so erhalten wir: 



Lp{x)Lp{y)--X'rK',{x,.)Lp{.)Lp{y) = 0; 
da 



L,[.)L,i.) = l + Al(Xry 



ist, so kann Lp{y) nicht identisch verschwinden; es ist also 



Lp{x)^XfK:,{x,.)Lpi.) = 0, 



d. h. die Form Lp{x) mit Kn{x,y) gefaltet reproduciert sich bis 
auf den Faktor -w^r- Die Form Lp (x) heiße die zu X^p^ gehörige 

Ap 

Eigenfunktion der Formen Kn(x), Gn(x). 
Setzen wir 



Lp{x) = (x, a)n + x'a', 
so ergibt die obige Identität: 

{x,a)n + x'a'^X'^'K;,{x,a) = 0; 

hieraus bekommen wir in genau derselben Weise wie bei dem in- 
homogenen Systeme: 

cCi — X^p^ ^lc^ccq + dia' = 0, (i = 1, . . ., n) 

(2) 

<^i «1 H h ein «n = 0, 



d. h. die Koeffizienten Op, a' der Xp, x' in Lp(x) lösen das homo- 
gene System für X = Xp\ 
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Es sei nun 



Lp{x) = lp^X, + ' ' > + lpnXn + ÄpXH^^ x' ; 

ist auch das inhomogene System für A = Ap ^ lösbar, so findet man 
durch Multiplication der inhomogenen Grieichungen mit ?pi, . . ., ^p»> 
ApXp^ and ümkehmng des obigen Eednktionsprozesses : 



Lp («) - A?> Zi (a, .) Lp{.) = Lp{a) ; 
da aber für x = a wie für alle x 



Lp(a)-Xf'Ki,{a,)Lp{:) = 
ist, so mnß 

Lp{a) = 

sein. Umgekehrt wenn die gegebenen a dieser Bedingung genügen, 
hat das inhomogene System für A = Ap*^ eine Lösung, denn dann 
hat K» (A ; a;, o) bei A = A^^ keinen Pol. 



Wir gehen nun zur Betrachtung der Formen unendlich vieler 
Variabler x^, x^, .,., y,, y,, . . . 

K{x, y) — 2 ^pq^pifqj (J^pq = *«p) 

(p, 2=1,2,...) 

Jx. \Xj ^= J^ rCpq Xp Xq , 

(p, 2=1,2,...) 

G{x) = 2 dpXp, 

(1>=1,2,...) 

die schon am Anfang des Abschnittes definiert worden sind. Wir 
machen gleich folgende Beschränkungen: 

o) Es sollen nur solche Wertkomplexe der unendlich vielen 
Variabein a^i, a?,, . . . , y^, y,, . . . in Betracht kommen , die der Be- 
dingung 

{Xj x) = x\ + xl+ ' ' ' ^ 1 , 

iy^y) = y? + yj + • • • < 1 

genügen. Zu jedem solchen Wertsysteme soll auch eine endliche 
Veränderliche x', bez. y' gehören. 

i) Die Quadratsummen aller Koeffizienten hp^, bez. dp sollen 
gegen einen endlichen Wert konvergieren: 

^j kpq == -A. , ^^ Mp =^ W. 

(i?,2 = l,2,...) (i)=l,2,...) 
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Wir brauchen später die folgenden leicht zn beweisenden 
Hilfssätze : 

I. Sind w^ , Wj, , ... und v^jV^j , . . irgend welche Grroßen , so 
ist stets 

(m, r)* < (w, w) {v, v). 

II. Wenn w^ , w, , . . . irgend welche Größen sind, M eine end- 
liche positive Zahl bedeutet und femer für alle (x, x) <1 genü- 
genden Werte die Ungleichung 

(w, x)^ M 
stattfindet, so ist stets 

(tt, u) ^ M\ 

Da nun der Voraussetzung nach 

(a?,a:)<l, (y, y)< 1 

sind, so ist nach dem ersten Hilfssatze 

d. h. {x, y) ist eine konvergente Reihe , deren absoluter Betrag 
kleiner oder gleich 1 ist. Dasselbe gilt auch für {d\ x) und {d!, y) ; 



{X, y) = {x, y) - {d\ x) (d\ y) 

ist deshalb konvergent. 

Wenn die sämtlichen Abschnitte einer quadratischen oder einer 
bilinearen Form mit unendlichvielen Variabein a:,, a?,, . . ., y^, y,, 
...,0?', y' absolut genommen unter einer von der Wahl des Ab- 
schnittes unabhängigen endlichen Grrenze liegen, sobald man die 
Variabein, den Bedingungen a), S. 21 unterwirft, so heiße die qua- 
dratische bez. bilineare Form eine beschränkte Form. 

Es ist z.B. 



f ».f 



y . fjii -A ^ ^ y 



\^,y\ = {(c,y) + {d\x)^+{d\y) — ^ 

eine beschränkte Form, sowie auch die Form 

K {X, y) = K {X, y) - /(d', ^) " "j) ^ (^'^ 2/ )• 

Es bleibt im letzteren Falle nur nötig zu zeigen, daß K{x^ y) und 
K(d\ y) beschränkte Formen sind. Wir haben aus dem Hilfssatze I: 

( S *«y»)*^ S K, 

(a=l,...,n) (a=l,...,n) 
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für jedes p\ auch 

.Kl{x,y) = { S ^P S ^nVif 

(i)=l,...,n) (2 = 1,. ..,n) 

^ S ( 2 ^wy,)* 

(2> = l,...,n) (y = l, ....n) 

= 2 «^pg ^ -^ ) 

(l),g=l,...,n) 

und analog fiir Kl (d', y) , woraus der beschränkte Charakter der 
Formen folgt. 

Eine solche Definition können wir auch für lineare Formen 
mit nnendlichvielen Variabein angeben, und es ergibt sich direkt 
aus den zwei Hilfssätzen, daß eine lineare Form 

X^ = kx^ + l^x^+'.' + Vx' 

dann und nur dann beschränkt ist , wenn V und die Summe ^ Ip 

iP) 
endlich bleiben. 

Wenn wir in der beschränkten Bilinearform A{x,y) die Va- 
riabein y^, ^2, . . . , y' sämtlich Null setzen mit Ausnahme der einen 
Variabein yp, bez. y', der wir den Wert 1 erteilen, so entsteht 
eine beschränkte Linearform der Variabein x^, x^, , .., x\ die wir 
mit 

öyp ' ^^^- Qy' 



bezeichnen. Dann konvergiert die aus A (x^ y) und der gleichfalls 
beschränkten Form B{x^y) gebildete unendliche Reihe 



öÄ{x,y) dB(x,y) dÄ{x,y) dB(x,y) 
dy^ öa?, ay, dx^ 



dÄ{x, y) dB{x,y) 
■*■ * * "^ dy' dx' 

absolut ') und sie stellt eine Bilinearform der Variabein äj^ , a?, , 
. . . , a/, y^, y, , . . ., y' dar. Diese heiße die Faltung der Bilinear- 

formen -4, B und werde mit 



1) Die Beweise dieses Satzes und der folgenden sind schon von Hubert in 
der vierten Mitteilung, S. 177—180 gegeben. Man braucht nur zu den anderen 

die Form ^^j^/ ^^ , bez. ^^^^ ^^ hinzuzufügen, die Forderung endlicher x'^y' 
dy dx 

zu berücksichtigen und im Beweise der Stetigkeit a:' = a', bez. 0, y' = &', bez. 
hinzuzufügen. 
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bezeichnet. 

Die Faltung zweier beschränkter Formen ist wieder eine be- 
schränkte Form. 

Wenn für alle ^c^, a?,, . . . , x', y^, y,, . . . y' 



Ä{x,y)\<M, \B{x,y)\<N 
bleiben, wo Jf, N zwei positive Konstante sind, so ist stets 



A{x,)B{.,y)\^MN. 

Für jeden Abschiiitt der Faltung zweier beschränkter Bilinear- 
formen A, B ist 

n^oo 

WO [ ]m den m*«' Abschnitt der Faltung bedeutet. Es folgt 

also: 

m = cx) n^oo 

Es heiße eine Funktion F(a?j, a?,, . . ., a:') der unendlich vielen 
Variabein x^, x^, . . ., x' an der Stelle a^, a,, . . ., a' stetig , wenn 
der Wert von F(a^ + s^, «, + «, , . . ., a'+s') gegen den Wert 
jP(a,, a,, .. ., a') konvergiert, sobald die Summe der Quadrate der 
Größen 6^, 5,, . .., f' nach Null abnimmt, d. L wenn 

Xj F(a^ + 6^, «2 + ^2» •••> öt' + O 

«1 + «J + . • . + f '* = 

== F{a^j öj, . . ., o') 
wird. 



Jede beschränkte Linearform L (x) stellt eine stetige Funktion 
der unendlich vielen Variabein dar, gleichwie auch jede beschränkte 
Bilinearform, bez. quadratische Form^). 

Wenn auf beiden Seiten einer Formel eine endliche Anzähl 
quadratischer oder bilinearer beschränkter Formen von unendlich 
vielen Variabein steht und die durch die Formel dargestellte 
Gleichung oder Ungleichung für alle Abschnitte beider Seiten 
gültig ist, so ist sie überhaupt für alle der Bedingung genügenden 
Wertsysteme der unendlich vielen Variabein gültig. 



1) Vgl. die Fußnote S. 23. 
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Es folgt aas diesen Sätzen, daß 

\K{x,y)l =K'ix,.)\.,y\, 
KK{x,y)\ =K'{x,.)\K{.,y)\ 



U.S.W, alle beschränkte Formen sind und stetige Punktionen dar- 
stellen. 

Unsere Frage ist zunächst die, wie die Eigenwerte der Formen 
Kn{x), Gn(x) sich verhalten, wenn wir längs der Reihe der natür- 
lichen Zahlen gegen Unendlich fortschreiten. Wir bemerken zu- 
erst, daß man durch Faltung der dritten Formel (i 

1 1 



■^n^nVJ V /5(»A» "r ■ ' ' I 



erhält; Dureh einfache Berechnung ist aber die Form 

(Pi Q) (P, Qi r) (p, q) 

sie bleibt also für alle n unter einem positiven von n unab- 
hängigen "Wert Ay wie man aus der Konvergenz der 2 ^w> S ^p 

(p,3) (i>) 
mit Hilfe des flilfssatzes I leicht sieht. Aus diesem Resultat 

schHeßen wir folgendes : 

1) Die Folge kf , kf , A^*\ . . . der absolut kleinsten Eigenwerte 

1 
hat eine Häufungsstelle Aj, die mindestens in der Entfernung -j 

vom Nullpunkt liegt. Es können auch andere Folgen 

1(8) 1(8> , 1(2) 1f8) 

'"2 ? "'2 > • • • 7 8 7 ^3 1 * ' ' } * ' * 

dieselbe Häufungsstelle haben. 

2) In hinreichend kleiner Umgebung von A^ aber darf höch- 
stens eine von n unabhängige endliche Anzahl von Eigenwerten 
eines jeden Paares K^{x), G„{x) liegen, sonst könnte 

1 1 



-l [- 



nicht unterhalb des endlichen A bleiben. 

3) Die nächste Häuf ungsstelle A, liegt notwendig ein endliches 
Stück von Aj entfernt und gegen A, darf höchstens eine endliche 
Anzahl von Eigenwerten konvergieren. Dasselbe gilt auch für 
weitere Häufungsstellen A3 , A^ . . . ; die Stellen X^, A^, Ag , . . . nennen 
wir die Eigenwette der unendlichen Formen K(x\ G (x). 



* « 

• • - 
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4) Die Eigenwerte von K^ipo), G^{x) hänfen sich gegen Un- 
endlich, denn ihre Anzahl wächst über alle G-renzen nnd nur eine 
endliche Anzahl konvergiert gegen endliche Werte. Wir erhalten 
so den Satz: 

Satz I. Jedes Taar unendlicher Formen K(x)j G{x) hat höch- 
stens abzahlbar unendlich viele Eigenwerte^ die diskret liegen und sich 
nur gegen Unendlich häufen. 

Es sei nun A irgend ein reeller oder komplexer Wert, der 
von den Eigenwerten Xp verschieden ist. Nach unserer Vor- 
aassetzang bleiben, wie wir gesehen haben, sämtUche Abschnitte 
von K'(x,y) nnd j ic, y| absolut genommen für alle x unterhalb 
einer endlichen Ghrenze etwa M; dann ist für alle m wegen des 
zweiten Satzes, S. 24 

Kß]x,y) = \x,y}^ + x{K^{x,y)}+^.. + r\K^K^...K„,{x,y)} 

"^ 1 - A Jf ' 
wo 

w<m, \X\< — ^-^l<d'^< + l 
ist. Wir erteilen den Variabein 

^11 • • • > ^n > ^ > Vii •'•) Vni y 

bestimmte der Bedingung a), S. 21 genügende Werte und machen 
^«+1 = ^«+9 = • • • = y«+i =^ y«-Mi = • • • = 0, und berücksichtigen 
(S. 24), daß 



n = oo m^ = c» 

ist. Wenn wir dann in. der Folge m^, m,, ... w*,,.. zur Grenze 
h = oo übergehen, so ergibt sich 

^ L K^{X]X,y) = \x,y\+l\K{x,y)\+'^^ + k^\KK...K{x,y)\ 

n = oo 

"^ 1-AM ' 
und für n = oo 

L KjX;x,y)= \x,y\+x{K{x,y)\+X'\KK{x,y)\+-. 

Diese Form definieren wir zunächst formal als die Besolvente. Da 
jeder Abschnitt der Resolvente außerhalb der Eigenwerte regulär 
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analytisch in A ist, so sehen wir, daß die Resolvente 

eindeutig durch K(x) und G(x) bestimmt ist. 

Es gilt also für jeden Abschnitt und für 1^1 <-^ 

(11) Kil;x,y)= la:,y}+A{Z(^,j/)i + ---; 

es folgt demnach, daß für beliebige Werte der Variabein jeder 
Abschnitt von 

(12) K{X',x,y)-^[\x,y\+k\K{x,y)\+^>^ + X-{KK...K(x,y)\] 

absolut kleiner als 

[AJtfl«-*-^ 



(13) M 



l-\iM\ 



ist ; nach dem letzten Satze (S. 24) muß also dieser Ausdruck (12) 
überhaupt für beliebige Werte der unendlich vielen Variabein ab- 
solut kleiner oder gleich der Größe (13) bleiben. Wenn wir nun 
zu n = oo übergehen, so sehen wir, daß die Formel (11) für be- 
liebige Werte der unendlich vielen Variabein und für |A|<^ 

gültig ist. Da die Koeffizienten dieser Reihe stets existieren und 
unterhalb -flf, M', Jif' ,... bleiben, so konvergiert sie und stellt 
eine analytische Funktion dar, wenn A in dem mit dem Radius 

-rrj beschriebenen Kreise um den Punkt A = in der komplexen A- 

Ebene liegt. Durch analytische Fortsetzung erhalten wir eine außer- 
halb der Eigenwerte überall regulär analytische Funktion von A. 

Durch Faltung des Ausdruckes (12) mit K {x^y) ergibt sich 
nach dem zweiten Satze, S. 24, daß 

(14) K'{x,.)Y.{X;.,y)-{\K{x,y)\ 

+ k\KK{x,y)\-V--- + X''\KK...K{x,y)\) 

absolut kleiner als 

l-\XM\ 

bleibt. Setzt man in (12) n + 1 an Stelle von n nnd subtrahiert 
davon den mit A multiplizierten Ausdruck (14), so sieht man, daß 

\f.{X;x,y)-klC{x,.)}f.{k;.,y)-\x,y\ 
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absolat kleiner als 



ausfällt. Wenn wir nun zu der Grenze n = oo übergehen und 
den eben gebrauchten Satz, S. 24 anwenden, so sehen wir, daß 
die Relation 

(15) K(X;x,y)-XK'{x,.)K{X',.,y) = {x,y} 

für beliebige Werte der unendlich vielen Variabein nnd für 1 A] <: -^ 

gültig ist. 

K (A ; a:, y) ist nun , wie eben bewiesen , für beliebige Werte 
von ä;, , iPj , . . . , ä:', y, , 2/a 1 • • • > ly' regulär analytisch ; indem wir in 
K (A ; Xj y) Xp, x' durch 

öyp ' ''^^^- dy' 
ersetzen, so schließen wir, daß auch die Faltung 

X'(^,.)K(A;.,y) 

für beliebige Werte der unendlich vielen Variabein eine außer- 
halb der Eigenwerte regulär analytische Funktion von A ist und 
daß die Grleichung (15) für beliebige Werte der unendlich vielen 
Variabein und für alle außerhalb der Eigenwerte liegenden Werte 
von A gut. 

Sei nun Ap ein Eigenwert, gegen den eine einzige Folge l^^, 
A^JJ,... konvergiert; dann können wir um Ap eine geschlossene 
Kurve F ziehen, so daß für genügend große n keine anderen 
Eigenwerte außer den obigen im Innern oder auf dem Rande 
dieser Kurve liegen. Auf F konvergiert der Limes 

K{X]X,y) = L K„(A;a;,y) 

n = oo 

gleichmäßig in A, wir haben also für das Residuum von K (A ; a;, y) 
an diesem Eigenwerte Ap: 



27ci 



\f^ n^oo^^'J{F) 



= -Ap L L^{x)L^y, 

n = oo 

da 
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_ 1 (n) I Ol) /^\ I (fi) 

K,(A; X, y) = F„(A; x,y)+ 2 '' 7 y 

(t=l,2,...) A — A, 

und 

sind; wir erhalten so eine eindeutig bestimmte Funktion von 



E,ix,y)= L Lr(a:)i:r(y). 

n = oo 

Wenn im allgemeinen h Folgen A^J , AJJJ ,...;.., ; Ajjj^ , A^^^ , . . . 
gegen Ap konvergieren, so ergibt sich in genau derselben Weise: 

E,(x,y)= L- \lJ^)I^) + ... + I^)l^)\. 

n = oo 

Insbesondere ist Ep (x) = Ep (x, x) eine definit positive quadratische 
Form und wegen der Stetigkeit des Limes und der Orthogonal- 
eigenschaft von V^(x) ist 

(16) E^{.,.) = h+i^. L (j» +...+j;;,j. 

n=oo 

Wie schon gesehen, muß h eine endliche positive ganze Zahl sein, 
es sei denn, daß kp im Unendlichen liegt. Aus der letzten Formel 
schließt man also, daß Ep (x, y) nicht identisch verschwinden kann. 
A heiße die Ordnung des Eigenwertes Ap. 

Ohne jede Schwierigkeit sieht man ferner, daß K(A; Xy y) nur 
Pole der ersten Ordnung besitzt. Die ßesolvente hat also die 
Form 

Y.{X;x,y) = ÄiMl + P(A-Ap; x,y), 

Ap 

WO P an der Stelle A^ regulär ist. Ebenso erhalten wir, wenn 
A ^ oo ein Eigenwert ist, die Form 

K(A;a?,y) = E^{x, y) + P{X] x,y), 

wo P(A;a;, y) sich an der Stelle A = oo regulär verhält. 

Wenn wir die erste Form statt K (A ; ä;, y) in die fundamentale 

.1 » . . . 

A 
Formel (15) einsetzen, mit 1 — r- multiplizieren und zu Grenze 

Ap 

A = Ap übergehen, so erhalten wir 
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(17) E^{x,y)-XfK'{x,.)Ef{.,y) = 0, 
und ebenso, wenn A = oo ein Eigenwert ist, 

(18) E!{x,.)E^{.,y) = Q. 

Wegen der Art seiner Entstehung ist aber Ep {x, y) als Stimme 
von Produkten derselben linearen Funktionen der x^y darstellbar; 

die letzteren bezeichnen wir von jetzt an mit L(x),L(ff), so daß 
wir schreiben 



(19) 



(f = l,...,Ä) ^»^ ^ ^•^^^' 



wo h die Ordnung des Eigenwertes kp ist. Da femer die L linear 
unabhängig sind, so ergibt sich aus (17) 

(20) L^)-K^ix,.)L^) = 0. 

Ebenso aus (18) ergibt sich 



(21) K'{x,.)Mi{,) = 0, 

wenn man im Falle eines Eigenwertes A = oo 



^00 (^- y) = 2 ^i (^) ^i{yl bez. S Mi {x) Mi (y) 

(f=l,...,Ä) (f=l,2,...) 

setzt. 

Wenn wir in (20) 



Lpiipo) = ?pi a?; + ip, ä;, H hl^x' 

und den Wert von K\x,y\ S. 22 einsetzen, so haben wir: 



^Pi ^1 H Vl'fX — Ap 



"E^KlprXs-kd^x)-^ S Kl^äi\ = 



identisch in den x^ die Indices alle gleich 1, 2,... genommen. Es 
ist also 

(*•) (»•. «) 

(22) 



7» *P 

tp — 
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oder durch genau dieselbe Umformung wie bei (10) : 

hi''^p{Kihi + KJp2 + '-)+ä,Vp = 0, 
^p, — ^ (Ä„ Ipi + ATjj Zpj H — ) + dilp = 0, 



d. h. die Koeffizienten von ip, (x) lösen das homogene System 

Ä?«,-A2*m»ia;n + rf«a;' = (w,n = 1,2,...) 

(n) 
dja:j + d,:r, + -.. = 0, 

wenn A = Ap ein Eigenwert ist. Es gibt also zu jedem A-fachen 
Eigenwerte h linear unabhängige nichtverschwindende Lösungen. 
Indem wir in (IB) die als gegeben betrachteten Werte yi ^ er»-, 
(i = 1,2,...), y' = a' und 



K{X'j x,a) = {x, a) + x' a' 
einsetzen, schließen wir genau wie in (10), daß 

dj a, + (?, «j H = a' 

gelten, d. h, die Koeffizienten der Resolvente bilden eine eindeutig 
bestimmte Lösung des inhomogenen Systems, wenn A kein Eigen- 
wert ist. 

Ist aber femer A = Ap ein Ä-facher Eigenwert, so zeigt sich 
auf dieselbe Weise wie im Falle n + 1 Variabler x^, . .., Xn, x', 
daß dann und nur dann das inhomogene System lösbar ist, wenn 
die a h linearen Bedingungen genügen: 



ip,(a)= 0. (i = 1,...A) 

Unser Satz lautet also folgendermaßen: 

Satz II. Wenn A kein Eigenwert der Formen 

K(x) = S kpqXpXq,G{x) = ^dpXp 
ist^ deren Koeffizienten konvergente Quadratsummen 

2j kpqj 2 "P 

(P,2) (P) 
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hohen, so besitzen die inhomogenen Gleichtngen 

iP.- - A (*,j a?i + *.•, a?, H ) + dix' = a.-, (t = 1,2,...) 

dl a;, + rf, a?, H = a', 

ILO die tt, gegebene Größen mit konvergenter QuadfcUsumtne ^ a' eine 
endliche gegebene Größe sind, ein und nur ein Lösungssystem mit 
konvergenter Quadratsumme '^ wenn A = Ap ein h-f acher Eigenwert ist, 
besitisen die homogenen Gleichungen {a^ =i a^ = . . . = a' = 0) Ä 
linear unabhängige nicht verschwindende Lösungen, während die in- 
homogenen Gleichungen dann und nur dann lösbar sind, wenn die Of 
h linearen Bedingungen genügen. 

Für A = oo, d. h. für die Gleichungen 

K ^i + l^'h ^t+ • " + di x^ = ai, (i = 1, 2, .. . ) 
dj a^i + c/, a;, + • • • = a' 

gibt es keine oder h linear unabhängige Lösungen, (wo h endlich 
oder auch unendlich sein kann), je nachdem A = oo kein oder 
ein Ä-facher Eigenwert ist. 

Wir bemerken nur noch, daß folgende Orthogonalitätseigen- 
Schäften für die von x\ ]f unabhängigen Formen gelten: 

ip(.)z,(.) = 0, (i>4=3) 

(23) ip(.)i,(.) = l, 

Zp(.)(d',.) = 0, 

auch daß 

(24) (X, y)= S L, {X) L, (y) + (d', x) d', y) 

(i)=l,2,...) 

ist. 

Die Theorie der linearen Gleichungen mit einer Nebenglei- 
chung in unendlich vielen Variabein ist hiermit erledigt. Wie 
schon gesagt, läßt sich diese Theorie direkt auf eine endliche An- 
zahl m von Nebenformen 

G-M = 2 d^i^^, (J = 1, 2,...w) 

(P) 

ausdehnen und zwar ohne irgend welche Aenderung des Wort- 
lautes. Die Definitionen der beschränkten Formen, der Eigenwerte, 
der Resolvente , u. s. w. sind vollkommen analog und der verall- 
gemeinerte Satz II betrifft die Losxqig des Systems 
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(i = 1,2,...; ;■ = 1, ...,m) 
bez, des entsprechenden homogenen Systems (a,- = a/ = 0). 



m. Die Theorie der orthogonalen Integralgleichung mit 

Nebenbedingung. 

Es handelt sich hier am die Lösung der Integralgleichung: 

(25) f(s) = (pis)- kj K{s, t) <p (0 dt + dcfg («) 

a 

mit Nebenbedingnng 

(26) J 9(1)9 {t) dt = c, 

a 

worin der sogenannte Kern K(s, t) eine stetige symmetrische 
Funktion von 5 und t, f (s) und g (s) gegebene stetige Funktionen 
von s, c eine gegebene Konstante und A einen Parameter bedeuten. 
Es soll dann eine Funktion g> (s) und ein Wert x' bestimmt werden, 
so daß für einen bestimmten Wert von A die zwei Gleichungen 
identisch erfüllt sind. 

Als Hilfsmittel benutzen wir ein System von unendlich vielen 
stetigen Funktionen 

die im Intervalle s = a bis s = 6 die folgenden Eigenschaften 
erfüllen ^). 

I. die Orthogonalitäts-Eigenschaften : 

(27) fo^is)0,{s)ds = O,ip^q) 

a 

f\o,is)yds =1; 
a 

IL die VoUständigkeits- Bedingung, d.h. für jedes Paar ste- 



1) lieber die Eonstraktion eines solchen Systems vgl. Hubert, fünfte Mit- 
teilung, S. 443. 

3 
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tiger Funktionen u(s), v{s) ist identisch 

(28) /«(«)« (s) ds = f u (s) O, (s) ds. / v («) «, (s) ds 
a a a 

J> b 

+J M (s) *, (s) ds. j «(s)*,(s)ds + -" 

Wir bilden nun die unendlich vielen Funktionen: 

a 

die Fourier - Koeffizienten von K (5, t) als einer Funktion von t ; 
nnd dann ilire Fonrier-Koefßzienten (als Funktionen von s): 

hpg=fjc,{s)Op{s)ds =ffK{s,t)0,(8)0,{t)dsdt. 

a a a 

Wegen der Symmetrie von K{s, t) ist Jcpq = h^. Setzen wir 
in (28) 

u(t) = v{t) = K{s,t) 
ein, so haben wir 

(29) / (K (s, t)y dt = (*, (*))' + (*, («))• + . . . ; 

a 

setzen wir wiederxmi in (28) 

u{s) = v{s) = kq{8), 
ein, so liaben wir 

a 
Alis den zwei Gleicktmgen ergibt sich für jedes m 

/|>=1,2,...\ a 

VQ = 1, . . . , m/ 



//( 



(K(s,f)ydsdt] 
a a 

da nun die rechte Seite der Ungleichung von tn unabhängig ist^ 
so gilt diese auch für m ss 00: 

S kl,^ff{K{s,t)ydsdt. 

(i?,3=l,2,...) a a 
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Wenn wir 

^P = f 9{s)9p{s)ds, Op =Jf{8)Op{s)d8 
a a 

setzen, so folgt ähnlich, daß 

(p=l,2,...) a 

(i? = l,2, ...) a 

sind. Die Bedingungen des Satzes 11 sind also erfüllt. Man be- 
merke, daß dasselbe auch für unstetige Kerne K(Sjt) gilt, wenn 
die Unstetigkeiten solcke sind, daß 

J J K{s,t)9p{s)(P,(t)d8dt, 
a a 

J> h 
ff{K{s,t)fd8dt 

a a 

existieren. 

Es seien nun äj^ , ä:, , . . . die reziproken Eigenwerte der Formen 
K{x\ G(x)j wo z. B. A, = i, . . . = Jci^ dem reziproken %-faclien 
Eigenwert X^ entspreclien; im Falle eines Eigenwertes A = oo 
— wo idso die k gleick Null sind — lasse man diese außer Acht. 
Die zu *„*„.. . gehörigen durch (19) eingeführten Linearformen 
seien 



L,{x) = L,{x) + l[x' = ln^, + l,,X, + '" + l[x\ 



i,(a?) = L^{x) + ^x' = lnX^ + lnX^-\ \-^x', 

Da 

Lp{.) Lp (.) = Ipi + ilt-^ — 
gleich 

L I^{) Lfi) = 1 

n = oo 



ist, so ist Lp{x) nach d^i Sätzen, Seite 23, 34 eine stetige Funk- 
tion der Variabein x^^x^j ..., x'. Wegen (29) konvergiert auch 
(Äi(s))' + (Äj(5))"H — und die ^^(ä), i, (5), ... bilden eine einfach 
unendliche Eeihe stetiger Funktionen von s. Nach dem Hilfs- 
satze I des vorigen Abschnittes ist zunächst 

3* 



— 36 — 

(30) lp,K{s) + lp,k,{a) + --' 

absolut konvergent; femer ist aber wegen dieses HUfssatzes 

((^ = w + 1, m + 2, . . . ) 

(q = w + 1, w + 2, . . . ) (q == w -f 1, w + 2, . . .) 

und da der Rest der Reihe 2 ^w ^^^^ tinendlicli wachsendem m 

unabhängig von s gegen Null konvergiert, so konvergiert gewiß 
die Reihe (30) gleichmäßig für alle s. Aus (22) hat 



r/ ^ 



'p 7~ ^ Ä?w ^py rf^ 



wegen der Voraussetzung über 2 ^w j 2 ^p einen endlichen Wert 

(i?, q) (p) 
für jedes endliche Ap. Bildet man dann 

(31) icpq>p{s) = ipA(^) + ^P2Kis) + — h^giß)^ 

so ist wegen Ap ^f"- 9p (^) i°i Intervalle a, 6 eine stetige Funktion 
von s. Multiplizieren wir diese Gleichung mit ^q{s) und inte- 
grieren nach s, so haben wir wegen der gleichmäßigen Konvergenz 

(32) Icpj q)p{s)0q{s)ds = lpi\i + lptK% + Jcpl^dq. 

a 

Aus den gten und letzten Formeln von (22) ist 

hl ^9l "t" 'pi ^92 + • • • — fCp Ipdq = fCplpq] 

es ist also 

(33) J q>pis)0q{s)dS = Ipq. 

a 

Setzen wir in (28) successive die Werte: 

U{S) = (pp{s), V{S) = q>q{s)] 

= 9>p(ß)j = <Pp{^)] 

= 9(s), = (pp{s)] 

= 9{s), =9{s) 

und benutzen die Orthogonalitätseigenschaften (23), so erhalten wir: 
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(34) J g>p{s) <p^(s) ds = 27 <Pp(s)^r{s)ds.J g)^{s) 0r (s) ds 

a {r)a a 



S?prV = 0, (p4=8), 
(r) 



und ähnlich, 



(35) f\g>,is)yds = l, 

a 

(36) J g(s)<pp{s)ds = 0, 

a 

(37) f(g{s)yds = ^dl = di 

a (jp) 

d. h. die Funktionen 

9is) 



9>i(s)» ^.(s),..-, 



büden ein orthogonales Funktionensystem. 

Nimmt man nun in (28) t als Integrationsvariable and setzt 

u{t) = K{s,t),v(t) = 9p(0, 

so hat man nnter Benutzung von (33) nnd (31) 

(38) J K{s,t)g)p{t)dt = S^^W^w = h9p{s) + kpl},9{s)j 
oder wenn Ap = -j-— der betreffende Eigenwert ist: 
(89) <Ppis)-^J K{s,t)<pf(t)dt + l^g(s) = 0. 

a 

Durch Multiplikation mit ^^ und Integration nach s erhält man 

(40) i;, = ^-SS K{s, f) 9p («) g (0 eis d^. 
Satz m. Die homogene Integralgleichung 

(41) 9(.s)-Xj Kis, t) 9> (0 dt + x'g{s) = 

a 

mit homogener Nebenbedingung 
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(42) fg(s)ipis)ds^O 

a 

hesitzt für A = Ap die wegen (35) nicht identisch verschtoindende 
Lösung : 

9,(s) = 9p(5), x' = l^. 

Es gibt also für einen A- fachen Eigenwert Ap eine endliche 
X-nr.sM h von nicht verschwindenden von einander linear unab- 
hängigen Lösongen: 

(43) (fp , (pp+i , . . . 9p+*-i' 

Wir kommen nun zu der Frage der Entwickelung einer will- 
kärlichen stetigen Funktion nach den besonderen Funktionen 

9i(«)> 9»(5)> • • •> 9isy 

Es ist aber nötig, diejenigen Formen 



M^(x) = »w<j a?j + »w^, ajj H \-mlx' 

zu berücksichtigen, deren k den Wert Null haben. Wie schon 
gesehen, kann i unendlich oder endlich, event. auch Null sein. 
Genau wie bei den L bilden wir die Funktionen 

t,(s) =«= w,.jÄ,(5) + m<,Ä;,(s) + ..., 

die wie früher gleichmäßig konvergieren und stetige Funktionen 
von s bestimmen; hieraus folgt, wie früher, 

(44) J ifi{s)0^{s)ds = w<jÄ,, +««..,*,, + ••• 

a 
oder aus der gten und letzten Formel (22) f ür Ap = oo 

(45) J tl;i{s)Og{s)ds = 0. ((2 = 1,2,...) 

a 

Gemäß (28) ist aber 

/ {Ms)y d5 = 2 (/ ti {s) 0,is) ds\ = , 

d. h. tiifi) ist identisch Null für alle s. 

In der Folge schreiben wir statt der gegebenen Funktion 
9{s) 



di 



als Abkürzung g>o{s): 
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(46) 9,(«) = ^- 
£s seien nun 

»,=A(,„.(,)^,„=M,*.(.)* 

a a 

die Fourier-Koeffizienten von x(s), y{s) im arsprünglichen ortho- 
gonalen Systeme; dann erhält man aus (28) nnd (24) 

(47) j x(s)y(s)ds=:'^Lp{x)Lp{y) + '2Miix)Miiy) + id',x)id',y). 
a (j») («) 

Setzen wir 

y (s) = Eis, 

and verstehen wir miter x(s) eine willkürliche Eonktion von s, 
80 ist 

y, = j £:(«,o*,(s)cfo = *,(0, 

nnd wegen (31), (44), (45), (33) 

(«) 

Zj,(a;) = J^jippis)0<i(s)ds.fx{s)9t(s)ds = f ipp{s)x(s)ds, 
(q) a a a 

nnd ähnlich 

id', x) =J <p^ (s) X (s) ds , 

a 

(ß',y) =f(p,is)Kis,f)ds. 

a 

Aus (47) haben wir also 

(48) j a;(s)JE:(s,Od^ = SJ 9p(«)^(«)^«**p9p(0 

a (i>)a 

+ ^*9>o(0 2 KKI yp(s) ^ (5) ^5 +/ g>o{s)x(s) ds.f q>,{s) K{s,f)ds. 

(p) a a a 

Setzen wir in (47) 
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a 

woraus genau wie vorher 

(«-) iq, r) 

(d',y)=J JK {s, t) <p, (s) ip, (0 ds dt , 

a a 

folgen, so erhalten wir 

(49) ffK(s,t)g>,(t)x(s)dsdt = d^J^k^l^f (pp(s)x{s)ds 
a a (jp) a 

+/ 9'. («) a; (s) ds .ff K(r, r*) g>, (r) 9, (r*) dr df*. 
a a a 

Indem wir diese Gleichung mnformen: 

f x(s)ds\f Kis,t)g),{t)dt'-d^'Zkp^g>p(s) 
a \ a (jp) 

- %(s)ff K{r, r*) 9, (r) 9. (r*)dr dr*) = 
a a I 

and bemerken, daß x{s) willkürlich ist, so schließen wir, daß 

(50) f K{s,()q>^(t)dt-d^^hfl!f^,f{s) 

a (p) 

- q>, (s)j J Kir, t*) q>, (r) 9, (r*) drdr* =0 
a a 

ist. 

Ziehen wir die mit g>o(t) multiplizierte Gleichung (49) von 

(48) ab und ersetzen kp q>p {t) im ersten Glied der rechten Seite 

von (48) mittelst (38), so haben wir: 

/ X (s) K(s, ()ds = ^ff K{s, r) x (s) q>p (r) dr ds . ipp{t) 
a {p)a a 

+ 9o (0 J J -K'C«, r) X (s) 9. (r) ds dr 
a a 

+f 9o(5) ^(5) äs . \f q>, {s) K(S, t) ds 
a ( a 

- d* 2 z^ ip ipr, (0 - 9>. (o/A ir, **) 'Po <r) ?>, (^*) ^rdA, 

Cp) a a 1 
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oder Tuiter Vertauschtmg von s, t und Benatzxing von (50) : 

/ X (t) Kit, s)dt = -^ 9)p (s) .//k (t, r) X (t) 9^ (r) dr dt 



+ 9,, is)f f K (t, r) X (0 q>, (r) dr dt. 
a a 



Man hat nun nach (24) 



S L} (x) + (d', xy < ix,x) =f{x {s)rds , 

(p) a 

'2^Ll{y) + {d\yy<{y,y) = f {K{s,t)r dt 
(i>) « 



bez. = / (/ K{s, t) g>, (t) dt)'ds , 



und diese Summen^) bleiben unter einer von 5 unabhängigen end- 
lichen Grenze; daraus folgt wie früher in einem analogen Falle 
die gleichmäßige Konvergenz der eben erhaltenen Reihe. Setzt man 

(51) iis) =S x{t)K{t,s)dt, 

a 

so nimmt unsere Identität folgende Form an: 

f(s)= 2 J f{r)g>pir)dr.<p^{s), 

(j) = 0, 1, 2 . . .) a 

und wir haben den 

Satz IV. Ist eine stetige Funktion f(s) mittels einer stetigen 
Funktion x(s) in der Form (51) darstellbar , so läßt sie sich auf Fou- 
riersche Weise in eine nach den orthogonalen Funktionen 

/ N / \ / \ 9 (ß) 

d' 



1) Die Konvergenz von / K(Syt)<pQ{t)dt und daraus die von 

a 

.6 / ^h \« 



f (f K(s,t)fpoWdt\ ds 



folgt in üblicher Weise aus der Konvergenz von 

f {K{s,t)yd8,f(9{s)yd8. 
a a 
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fortschreitende gleichmäßig und absolitt konvergente Beihe entwickeln: 
(52) /•(«) = c, 9, (s) + c, 9>, (s) + . . . , 

a 

K{s,t) sei ein geschlossener Kern, d.h. für keine nicht identisch 
verschwindende Funktion x{s), g{s) allein aasgenommen, darf 

J K{s,t)x(t)dt =. 

a 

identisch in s gelten. Dann beweist man leicht folgende Sätze ^): 
Ist f{s) eine stetige Funktion, so daß 

J f(s)q>f(s)ds = 0, (p = 0,1,2,....), 
a 

gut, so verschwindet f{s) identisch. 

Konvergiert die ans (p, ($) nnd den Eigenfonktionen eines ge- 
schlossene Kerns gebildete Beihe 

wo 

Cp=fmvpit)dt 
a 

und f{s) eine stetige Punktion ist, gleichmäßig, so stellt sie 
f(s) dar. 

Ein geschlossener Kern muß unendlich viele Eigenwerte haben. 

Wir beweisen nun folgenden Satz: 

Nur für die Eigenwerte A = Ap besitzt die homogene Integral- 
gleichung (41) mit Nebenledingung (42) eine nicht verschwindende 
Lösung. Denn sei A ein von den Eigenwerten verschiedener Wert 
und g>{s) eine entsprechende stetige Lösung von (41), (42); dann 
ist fp (s) + x^ g (s) in der Grestalt (51) darstellbar und daher ist nach 
dem Satze IV 

9>is) + x'g{s) = (p,{s)J (q>{r) + x'g(r))(p,{r)dr 

a 



! a 



+ 9>Mf {g>{r) + x'g(r))q>,{r)dr 



+ 

g(s) -^ 



+ ^!{^ir) + x'g{r))g{r)dr 



1) Vgl. Hubert, erste Mitteiluog S. 74. 
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oder wegen (36), (37) nnd (42) 

(53) 9 («) = S 9>P {s)J q> {r) q>p (r) dr. 

(p = 1, 2, . . . ) a 

Wenn wir aber (39), (41) mit ^fp{s), bez. ^pg>p{s) multiplizieren 
und nach s integrieren und dann diese von einander subtrahieren, 
so finden wir, indem wir (36), (42) berücksichtigen, 

{l-lp)j (p{s)(pp{s)ds = 0, 

a 



und da A 4= ^p ^t 



ph 

J 9>(s)9>pis)ds = 0; 
a 



endlich ist wegen (53) 

g){s) = 0. 

Auf genau dieselbe Weise kann man folgenden Satz beweisen : 

Äußer den h Lösungen (43) gibt es für A = Ap keine andere 
Lösung von (41), (42), die nicht eine lineare Kombination dieser 
Lösungen wäre. 

Wir beweisen nun die Existenz einer Lösung der inhomogenen 
Integralgleichung (25) mit Nebenbedingung (26) und zwar in drei 
Teilen : die notwendige Form der Lösung ; ihre gleichmäßige Kon- 
vergenz; ihre Erfüllung der gegebenen Gleichungen. 

I. Ist (p(s),x' eine Lösung für einen bestimmten Wert von 
A, so ist g>{s) — f{s) + x'g{s) in der Form (51) und wir haben nach 
dem Entwickelungssatze mit Rücksicht auf (26) und (37) die ein- 
deutig bestimmte Darstellung: 

<p{s)-fis) + ^'y{s) = S <^pMs) 

(p=l,2,...) 

+ -^Vo{s)-Vo{s)fmq>,{t)dt + x'g{s) 

oder 

(54) g>{s) = f{s)+ S Cpg>p{s) + ^g{s) 

(2,= i,2...) öf 



-^fmg{t)dt, 
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wo 

J> J> 

c,=j9 (0 9p(i) dt -J t(t) ^ (0 dt 

a a 

ist. Es ist aber wegen (26) 

ff(t)(ppit)dt =fg>{t)ipp{t)dt-kffK{s,t)g,(s)ip^(t)dsdt 

a a a a 

+ ^Jgii)'P,{t)di, 
a 

oder mit Hilfe von (36), (38), (26) 

/ i{t)9rif)dt = f <pit)g>p(t)dt-^f <p{s)ipp(s)ds—^l^e, 

woraus 

i> A„ J r^ A 



(65) 



f ip {t) g>p (t) dt = J^{ff(t)9pit)dt + -^l^c^, 



folgen. Andererseits ersetzen wir x(s) in (49) dnrch g>(«), so er- 
halten wir nnter Benutzung von (26) 

l-ffK{8,t)<pis)git)dsdt^X 2 T"/9'(*)'''(*)'^* 

+ ^fYK{r,r*)gir)g(r*)drdf*. 
^ a a 

Wegen (25), (26) und (37) nimmt die linke Seite die Gestalt an: 

nnd wir haben mit Bücksicht anf (66) 

(57) o;' = A 2 t:^ lfm <Pp(0 ^^ + "^ ^p4 

-i + ^f%9it)dt + ^fYK(r,r*)g{r)g{f*)drdf*. 
» « a ^ a a 

Die Formeln (54), (56), (57) geben also die notwendige Q-estalt der 
Lösung. 
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n. Da stets von einer endlichen ZaM p an 

bleibt, so maß man bloß die gleichmäßige Konvergenz von 



also von 



\fj{t)'Pp{t)ät-^lvA, 



(58) S-^//(09p(0<^ 
und 

(59) 2^?^, 
sowie auch die Konvergenz von 



iP) 
also von 



(p) ^ ia ^P ] 



11 -b 



(60) ^fffit)9p{t)dt 
und 

7/a 

(61) S-Jr 
beweisen. Es ist zunächst wegen (38) 

^=A(M)<p,(0«i^-^, 

Ap ^ Ap 

und wenn man die linke Seite der Ungleichung 
/ \[k (s, t)-g {s)f K(r, t) g (r) dr\ 

''Adt>0 

entwickelt und die Orthogonalitätseigenschaften der g> und g{s) 
berücksichtigt, so ergibt sich 
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(62). S (-¥^)* = S (/^(«. 9^^ (0 dt-^fg is))' 



.6/ .& 



</ (K{s,t)-g(s)f K(r,t)g{r)dr\dt = / (Z(5,0)» d^ 



hi ^b 



- 2 ör(s)/ K (5, ./ -S:(r, 9 (r) (?r . d^ + (^ {s)yf (f K(r, t)g (r) dr'^dt 

Es ist aber nach einer bekannten IJngleichnng von Schwarz 

(fK(r,t)g{r)drX<f {K{r,t)f .dr J (ff(r)ydr, 
\a I a a 

und ebenso 

{f''K(s,i).fE(r,f)g{r)dr.dij 

<J{K {s, ()ydt ./ (/ K{r, i) g (r) dr'\dt. 

Infolge der Stetigkeit der Punktionen K{Sjt),g(s) hat also die rechte 
Seite von (62) eine endliche obere Grenze. Man hat ferner 

s (/V(«) vp (0 dtj<f(f(t)rdt', 

und aus diesen Ungleichungen folgt, wie schon in ähnlichen Fallen 
erörtert, die gleichmäßige Konvergenz von (B8). Die gleichmäßige 
Konvergenz von (59) folgt unmittelbar aus (50), indem wir noch 
bemerken, daß 



(/ 9{r)J K{r, r*) g (r*) dr\ dr) 



/ ig (r))' dr.f (f Kir, r*)g (r*) dAdr 
a a \a / 



ist. Ebenso schließt man aus (49) die Konvergenz von (61), sowie 

die von (60), indem man x{s) durch J K(s,r)g{r)dr ersetzt. Aus 

a 

(54), (56) und (57) bekommen wir also eine stetige Funktion g){s) 

und eine bestimmte Konstante x'. 

m. Durch direkte Einsetzung dieser Werte und mit Bück- 
sicht auf (38), (49) und (52) läßt sich 
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Xj K(s,t)q>{t)dt-x'g(s) 
a 

ohne große Schwierigkeit auf 

9(s)-/(s) 

reduzieren. Unser Satz ist also bewiesen: 

Satz V. Die inhomogene Integralgleichung (2B) mit Nebenhe- 
dingung (26) besit/st für l =^ Xp die eindeutig bestimmte Lösung , die 
durch die Formeln (54), (56) und (57) gegeben ist. 

Hieraus folgt, daß die homogene Gleichung nur die Lösung 

g){s) = 0, 0?' = 

gestattet. 

Ist nun die inhomogene Gleichung mit Nebenbedingung lösbar 
für A = Ap, so folgt durch Multiplikation mit g>q(s) und Integra- 
tion nach s 

J f{s)(pq{s)ds =J g>{s)(pq{s)ds-XpJ J K(s,t)q>{t)(pq(8)dsdt 
a a a a 

+ x'j g{s)(p,{$)ds, 

a 

oder wegen (26), (36) nnd (38) 

ffis)ip,{s)ds + i;,e = 0, 

a 

d. h. im Falle des ä- fachen Eigenwertes Ap müssen h lineare von 

einander unabhängige Integralbedingungen bestehen. Es ist leicht 

mittels (54) und (57) zu zeigen, daß diese auch hinreichend sind. 

Die Werte A, , A, , . . . und die zugehörigen Funktionen ^j (s), 

• 9j(5), ..., die wir nach Hilbert Eigenwerte, bez. EigenfunJctionen 

des Kerns K(s,t) nennen, sind samt den entsprechenden i(, ^i, . . • 

vollkommen durch den Kern und gis) bestimmt. 

Da wenn (38) 

Cp =ffK{t,r)x(t)g>p{r)dtdr = ^f x{t){g>p(t) + l^g(t))dt 
a a ^v a 

ist, SO ist nach (52) 

m =f K{s,t)x{t)dt = ^^fx(t){q>,{t) + l[g{t))dt 

+ -^^f m(9Jf) + K9(t))dt + -+ ^fYK(t,r)g(r)x({)drdt 
9 a ^ a a 
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und durch Einsetzung der Entwickelung von J K(t, r) g (r) dr 

a 

(63) as) = /k («, X (0 dt = lM+M±f\ (t) (<p, (t) + l[g (<) ) dt 

a ^i a 

^i a 

Hat ein Paar K(Sjt)jg{s) also nnr eine endliche AnzaTil n von 
Eigenwerten, so ist die rechte Seite ein Polynom von n Gliedern 
und da diese Beziehung für jede stetige Funktion x (t) gelten soll, 
so hat man 

Man sieht daraus, indem man etwa t als Parameter auffaßt, daß 
für alle Werte von t der Kern nur eine lineare Kombination aw5 
n linear unabhängigen FunJctionen von s ist und daß stets mindestens 
ein Eigenwert existieren muß, wenn nicht K{s,t) identisch in Sjt ver- 
schunndet. 

Ersetzt man nun x (t) in (63) durch irgend eine Punktion u {t), 
für welche 

j u(t)g{t)dt = 
a 

ist, multipliziert diese Formel mit u{s) und integriert nach s, so 
ergibt sich 

J{u) ^J J K{s,t)u(s)u{t)dsdt = T"+7^ + ---» 



a a 
WO 



^1 ^» 



tip = / u(t)(pp(t) dt 



ist. Es ist aber 



1 (u(s)yds = u\ + ul + 



und da 
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et 

ist, so schließen wir genau wie im Abschnitte IE, daß das Maximum 
des Doppelintegrals J{u\ wenn u(s) eine stetige dm Bedingungen 

J (u(s)Yds = 1, y tt{s)g{s)ds = 

a a 

genügende FunJction sein soll, gleich dem reziproken Werte des kleinsten 
positiven Eigenwertes von K(s,t) ist; J(u) erreicht dieses Maximum^ 
wenn u(s) gleich der zugehöf*igen EigenfunTction ist. 

Wir leiten noch eine interessante Formel folgendermaßen ab; 
indem wir 

(64) S '^f'^f =K(.,0, 

(i3=l,2, ...) ^p — ^ 
(p= 1,2, ...) ^p — ^ 

setzen und die Formeln (40), (54), (56) nnd (57) berücksichtigen, 
stellen wir die Frage, welche Bedingung erfüllt werden muß, 
wenn 

<65) <p (s) = f(s) + X j\ (s, \m+ ^JK(t, r) g (r) drX dt 

cg(s) g(s) C\ 



d d 

" a 



fmg(t)dt, 



-(66) X' = xj A(0 { m + ^J K(t,r) g (r) dr\ dt 



-i+^fy^lf^^+'Y' 



die Lösung von (25), (26) ist. Durch Einsetzung dieser Werte in 
(26), (26) und eine leichte Umformung erhalten wir 

m = m + kj lf{r) + ^j\(r,r*)g(r*)dr*y 



{ 



K{s,r) + g(s)^{r)-K(s,r)-xf K(s,t)K(t,r)dt 

a 



^ ?(»•) 



d 
"a 



f K{s,t)9it)dt\dr, 
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.bi J> 



fgit)\f{r) + -\dr + xf{fKit,r)g{t)dt\-{f(r) + -..\dr 
a a \ a ) 

+ c-fgit){f(r) + ...\dr = c. 

a 

Wir gewinnen also folgenden Satz: 

Satz VI. Wenn es bei gegebenem Kerne K{s,t) und stetiger 
Funktion g{s) zwei Funktionen Y^{s,t), K{t) gibt, so daß identisch 
in Syt die Beziehungen 

(67) Kis, t) - ^fK{s, r) 9 (r) dr 

= K {s, t) - Xj K{s, r) K(r, t) dr + A(t)g(s) , 

a 

(68) fKit,s)9{t)dt==0 

a 

stattfinden, so haben (25), (26) die eindeutig bestimmte Lösung (65), (66), 

Ebenso wie im Abschnitte 11 haben wir hier zugleich die 
Theorie für den Fall einer endlichen Anzahl m von Neben- 
bedingungen 

(26') J ip{t)g,{t)dt^ c,, c;=i,...,m) 

a 

bezw. 

(42') f q>it)9,it)dt = 0. = 1,...,«) 

a 

Man erhält so die genauen Analoga der Sätze III — VI. 



IV. Anwendung der Tlteorie der orthogonalen 
Integralgleichungen (mit Nebenbedingungen) auf gewöhn- 
liche Differentialgleichungen (mit Nebenbedingungen). 

Im Abschnitte I wurde unser Variationsproblem auf die Lösung: 
einer Differentialgleichung 

(69) L(u) + ^u + X'g{x) = 

mit Nebenbedingungen 
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(70) 



.h b 

J ^ix)g(x)dx == 0, J {u{x)y dx = 1 



a 



a 



gefälirt. Hier ist L{u) ein homogener linearer sich selbst adjtin- 
giertet Differentialaasdmck zweiter Ordnnng: 



^w = -Ä(^-£)+««- 



Man verstelle unter M,i?,g,5f vier Funktionen von a?, die inner- 
halb des Intervalles x = a bis x = b sowie an den Grenzen 
dieses Intervalles die Eigenschaften haben, daß u zweimal stetig 
differenzierbar und positiv, q xmd g stetig sind; ferner soll g in 
diesem Intervalle nicht identisch verschwinden. A und A' bezeichnen 
zwei Parameter. 

Ist v{x) ebenso eine zweimal stetig differenzirbare Funktion 
von Xj so besteht die Greensche Formel 



(71) f {vL{u)^uL(v)}dx = \piv 



du ^ dt;]r 
dx ~ da; I J ' 



Unter den Lösungen der Differentialgleichung 

L(u) = 

ziehen wir diejenigen vor, die an den Randpunkten o? = a und 
X = b gewisse homogene Bedingungen erfüllen. Wir betrachten 
die folgenden: 



I. 
IL 



fia) = 0, 






\ df(x) 






dm 

dx j , 

'^X=0 

r dfix) 



] -0, 

J/v. h 



["T-^'O-- 



x = b 



IV. /(«) = hf(b), p(a) 



dfix) 
dx 



1 _ £(^ \ dfm 

\ ~ h [ dx \ , 



'x = a 



*x=b 



Hat aber p an einem Randpunkte x =^ a eine Xullstelle von min- 
destens der ersten Ordnung und besitzt die Differentialgleichung 
jL(u) = ein an der Stelle x = a endlich bleibendes Integral, 
so kann man die Randbedingung auf steUen : 

V. f(x) soll bei der Annäherung an den Punkt x =^ a endlich 

bleiben. 

4* 
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Diese Randbedingungen kann man in verschiedener Weise mit- 
einander kombinieren. 

Es sei g^ (x^ |) eine Funktion der Variabein x nnd des Para- 
meters I, die innerhalb des Intervalles a bis b als Funktion von 
X der Differentialgleichung L(u) = genügt; sie ist für alle von 
6 verschiedenen Werte von x zweimal stetig differenzirbar ; im 
Punkte X = a verläuft sie stetig, während ihre erste Ableitung 
für X = 1^ den Abfall —1 aufweist; femer erfüllt sie an den 
Bandpunkten zwei der genannten Randbedingungen I — V. Diese 
Funktion^) heißt die zu diesen Randbedingungen gehörige Greensche 
FunMion der Differentialgleichung Hu) = 0; der Quotient 

(72) G, {X, l) = ^'^ 

heißt die eu diesen Randbedingungen gehörige Qreensche FunMion 
des Differentiiüausdruches L{u). Diese Funktionen werden je nach 

den entsprechenden Randbedingungen durch 6r, > Gr^ , . . . bezeichnet. 

Durch eine Anwendung der Greenschen Formel zeigt man, 
daß die Grreensche Funktion eines Differentialausdruckes sym- 
metrisch ist^): 

(73) G,(x,i) = G,{^,x) 

und daß, wenn g(x) eine stetige Funktion ist, die Lösung ü(x) der 
Differentialgleichung 

(74) L{u) + g{x) = 0, 

die einem ausgewählten Paar von Randbedingungen I — V genügt, 
eindeutig bestimmt ist und durch die Formel®) 

(75) ^ix)=fG,{x,^)gilOdi 

a 

gegeben wird, wenn G^{x,^ denselben Randbedingungen genügt. 
Ebenso definiert man die symmetrische Grreensche Funktion 
(t, (a?, I) des Differentialausdruckes 

(76) A{u) = L{u) + Xu, 

wo X einen Parameter bedeutet, und bekommt die Lösung 



1) Vgl. Hubert, zweite Mitteüung, S. 214 u. flf. 

2) Hubert, 1. c. S. 220. 

3) Hilberth 1. c. S. 221. 
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(77) vix)=fG,(x,i)g(i)di 

a 

der Differentialgleichxmg 

(78) L{u) + Xu+g{x) = 

bei gewissen Eandbedingungen. 

Wir führen nxin eine neue Art von Grreenschen Funktionen 
ein, indem wir die Greensche FunJction 6r(a:, |) des Differential- 
ausdruckes 



(79) L{u) = L{u) + X'gix) 

definieren. Diese Funktion soll die früher aufgestellten For- 
derungen erfüllen, sowie auch die^ daß 

(80) f G{x,i)g{l)d% = Q 

a 

sein soll. 

Setzen wir in der Grreenschen Formel (71) an Stelle von u (x), 
v{x) bez. die denselben Randbedingungen gehörigen Grreenschen 
Funktionen ^) G^ (a?, 6) und G {x, 6*), indem wir wegen der IJnstetig- 
keiten der ersten Ableitungen kleine Intervalle bei a; = |, x = |* 
einschließen und dann den Grrenzübergang zxun verschwindenden 
Intervall ausführen , so erhalten wir mit Rücksicht auf (75) und (80) 

0^(1,1*) = G^.(|,|*) + A'«(|). 

Maltiplidert man dieses mit g (|) und integriert nadi |, so hat man 

«(!*) 



X' = - 



/« (1)^(1)^1 

a 



d. h. X' ist eine Funktion des in 6r(iP, |*) enthaltenen Parameters. 
Die Greensche Funktion G{x,l^) von (79), wobei 

l' ^ X' (^) = --g-^^ 



/ u{t)g{t)dt 



a 
zu setzen ist, ist mithin 



1) Im Falle daß bei gewissen Bandbedingangen keine Greensche Funktion 
von L{u) existiert, brauche man die „Greensche Funktion im erweiterten Sinne". 
Vgl. Hilbert, .1. c. S. 219. 



G (X, I) = (?, {X, I) - 



- 54 — 



<^^) ' füit)g(t)dt ' 

a 

sie ist also symmetrisch in Bezug auf x and |: 

<?(a;,^)= ö(|,a:). 
Beispielsweise ist ff' for den Ansdrack 



-X' 



und das Intervall bis 1 

G\x,10 ■= (l-|)a;-3(r~l)(:c'-a?), (rr<6), 

Ebenso ist G^ (Ä = -1) für den Ausdruck 

dx" 
und das Intervall —1 bis +1 

Wenn aber eine Lösxing der Differentialgleichung L{u)+g{x) 
= existiert, die überall innerhalb des Intervalles stetig diffe- 
xenzirbar ist and den betreffenden Eandbedingongen und der Ne- 
benbedingung 

J u{x)g(x)dx = 
a 

genügt, dann ist der Nenner in (81) Null, es existiert also keine 
Grreensche Funktion G(Xji). In diesem Falle hat man durch ge- 
eignete Wahl des Parameters X' eine Lösung V'o (^) der Differential- 
gleichung 



Liu)^Liu) + l[(i)g(x) = 0, 

die ebenso stetig differenzierbar ist und den betreffenden Rand- 
bedingungen und den Nebenbedingungen 

J to(^)9i^)dx = 0, J {to(i^)ydx = 1 
a a 
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genügt. Wir bilden dann ein Integral h (x, |) der Differential- 
gleichung 

dessen Ableitung an der Stelle x = ^ den Abfall —1 aufweist, 
während h {x, |) sonst stetig differenzierbar ist und den betreffenden 
Randbedingungen xind den Nebenbedingungen 

j h{x,^)g(x)dx = 0, J h{x,i)t,{x)dx = 

a a 

genügt. Dann leistet die Funktion 

dieselben Dienste, wie sonst die Greensche Funktion; sie wird 

daher als die Greensche Fmiktion des Amdruckes L (u) im erweiterten 
Sinne bezeichnet. 

Wir bilden ferner die ebenfalls symmetrische Greensche Funk- 
tion r(x, I) des Differentialausdruckes 



(82) A{u) = A{u) + k'g{x) 

= L{u) + ^u + X' g{x)j 

wo A und k' zwei Parameter bezeichnen und r{Xf |) der Neben- 
bedingung 

(83) /r(a;,S)^(|)rö| =- 

a 

genügt« Dann ist 

v{x)v(^) 



f v{t)g{t)dt 



r(x,i)= G,{x,i)- ^^ 

a 
wo öj die Greensche Funktion des Ausdruckes L(u) + ku ist und 



a 

die den betreffenden Randbedingungen genügende Lösung von 
L(u) + Xu + g(x) = ist. 
Beispielsweise ist für 

d^u 



^W = -^^ + ^w-A' 
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tind das Intervall bis 1 

G\M= Bin{VÄ-(l-|)i-sin(VÄ.) ^ ^^^^^^ 

\JX sin V^ 

_ sin \\jk{l-x)\ -smly/Äl) , .< 

V^^i^VT ^ =^^' 

^(a;) = 1 l_5£lV^sin(VÄx)-(co8(v/Xi)-l)j, 
* ( sinyA ' 

2 (cos V/A"- 1) + VÄ'sin V/T 



I v(t)g(t)dt = . . ,- 

•'o A* sin \l 



Bezeiclinen q)(x) und g{x) gegebene stetige Funktionen der 
Yariabeln x und verstehen wir anter f eine überall zweimal stetig 
differenzierbare Lösnng der Differentialgleichung 

(84) Lif(x)) + l'gix) = -ip{x), 

die einem Paar der Randbedingungen I-V und der Bedingung 

(85) / f{x)g{x)dx = 

a 

genügt, und setzen wir in der Greenschen Formel (71) an Stelle 
von u diese Lösung f und an Stelle von v die zu jenen Rand- 
bedingungen gehörige Greensche Funktion 6r(a;, |) von L{u)j bez. 
die den betreffenden Randbedingungen genügende Lösung u{x) der 
Gleichung L(u) + g (x) = 0, so finden wir für jede der fünf Arten 
von Randbedingungen, daß die Lösung f(x) sich folgendermaßen 
darstellt : 

(86) fix)=fo(x,^)ip{^)d^, 

a 

f ü{t)(p{t)dt 

(87) A' = — ^^ 

/ 'ü(t)g{t)dt 
a 

Die so dargestellte Funktion f(x) genügt den betreffenden Rand- 
bedingungen, weil G (Xj I) denselben genügt ; diese Funktion genügt 
aber auch der Differentialgleichung (84) und der Bedingung (85), 
wie durch Rechnung leicht gezeigt wird. Wir können diese 
Schlußweise auch umkehren, und erhalten also den folgenden Satz : 
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Satz VII. Es seien (p (x) und g (x) irgend jswei gegebene stetige 
Funktionen] dann ist die Lösung f[x) der Differentialgleichung (84), 
die einem ausgewählten Pao,r von Randbedingungen I — V und der 
Bedingung (85) genügt^ dadurch eindeutig bestimmt und man erhält 
sie durch die Formeln (86) tmd (87), wobei G (x, |) die Greensche 
Funktion von L{u) für die betreffenden Randbedingungen bedeutet; 
umgekehrt, wenn diese Greensche Funktion G {x, |) als Kern einer 
Integralgleichung (86) genommen wird, wo f{x) eine gegebene zweimal 
stetig differenjsfierbare Funktion^ die einem Paar der Randbedingungen 
1 — V und der Bedingung (85) genügt, und g (x) eine gegebene stetige 
Funktion bedeutet, so besitzt diese Integralgleichung nebst der Bedin- 
gung 

J w (^) 9 (t) dt = K {K gegeben) 
a 

eine und nur eine Lösung q>{x) und man erhält sie durch die Formel 

K 



q>{x) = ^\L{f{x)) + k'g{x)\, r = - 



j u{t)g{t)dt 



a 



Aus diesem Satze folgt unmittelbar, daß die Grreensche Funk- 
tion G{x,^ einen geschlossenen Kern darstellt. (Vgl. S. 42). 
Als Beispiel besitzt 



d^f{x) -1 

dx^ 



~A' = -x, f f{x)dx = 



bei der Randbedingung I die Lösung 

y.y\ X X X f X 

tW = --Q+T~l2' ^ ^ '2' 
Nehmen wir in der Greenschen Formel 

u{x) = Gix,l), vix) = r(a;,r), 

wo G (x, 5), r{x, I*) zu denselben Bandbedingongen gehören, so er- 
gibt sich 

(88) if G (x, I) r(x, r) dx - X[ {%)f r{x, %*) g {x) dx 

a a 

+ K Q*)/ G (x, I) g (x) dx - r(|, I*) + G (r,:i) 

a 
= p(a;)|r(*,n— i^-G(a.,|)— ^IJ^, 
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wobei 



a:(i)^— r^^-.Air) = — y ^^^*^ 



J u{x)g(x)dx J v{x)g{x)dz 



a a 



sind. Ln Falle irgend eines Paares von Randbedingungen I — ^IV 
verhalten sich die Integrale der Differentialgleichungen 

L{u) = und ^(w) == (mit Nebenbedingung) und somit die 
Funktionen G (x, |) xmd F (x, |*) in den Randpunkten regulär, wie 
aus den Voraussetzungen über p, q und g folgt. Die rechte Seite 
der Formel (88) verschwindet also. 

Dasselbe ist auch der Fall bei der Randbedingung V wegen 
der dort aufgestellten Voraussetzungen über p und g, falls femer 

jede der Gleichxmgen L{u) = und A(u) = mit der zugehö- 
rigen Nebenbedingung an der Stelle x = a ein endlich bleibendes 
Integral besitzt. 

Die so erhaltene Formel stimmt genau mit (67) tiberein, in- 
dem man (80) und (83) berücksichtigt und bemerkt, daß wegen 
(40) xmd (80) jedes Ip gleich Null ist und wegen (64,) A(^) gleich 
Null ist. Wir gelangen also zxmi folgenden Satze: 

Satz VIII. Wenn die Greensche Funktion des Differenüalam- 

druclces L {u) für irgend ein Paar der Randbedingungen I — V ds 
Kern der Integralgleichung 

(89) fix) = q>(x)-xf K ix, I) 9 (I) d% + x'g {x) 

a 

mit der Nebenbedingung 

(90) /<p(|)p(|)d| = c 

a 

genommen wird, so erhält man die lösende Funktion K(x, |) dieser 
Integralgleichung, indem man die eu den nämlichen Randbedingungen 
gehörende Greensche Funktion des Differenticdausdruckes A{u) bildet] 
die Lösung wird dann dargestellt durch 

q> (x) =^f{x) + xfK (x, I) m dl-x'g {x), 

a 



' = |/r®^(i)d|-f 



es sei denn, daß k ein Eigenwert des Kerns ist. 
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Da nach Satz VII die den Randbedingungen xind (85) ge- 
nügende Lösung der Differentialgleichung 



(91) A{u) + (p{x) =. 



unmittelbar aus der Greenschen Funktion von J (u) gefunden wird, 
so erweisen sich also im wesentlichen einerseits die Integration 
dieser Differentialgleichung (91) bei gegebenen Randbedingungen 
und (85) und andererseits die Lösung der Integralgleichung (89) 
mit Nebenbedingung (90) als äquivalente Pro.bleme. 

Wir können nun wichtige Resultate über gewisse Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung mit Nebenbeding'ingen mittels der 
im Abschnitte III entwickelten Theorie der Integralgleichungen 
ableiten. Da die lösende Funktion K(x,^) sich in der Form einer 
Summe 

(pp (x) (pp (I) 

darstellt , die nur für die Eigenwerte unendlich wird , so folgt 

unter der Voraussetzung, daß der Ausdruck L{t<) eine Grreenb.^e 
Funktion für die betreffenden Randbedingungen besitzt, daß et'-x 

auch stets eine solche für den Ausdruck A(u) gibt, es sei denn A ^ 
ein Eigenwert kp der Integralgleichung (89); in dem letzteren 
Falle sei (pp(x) die zum Eigenwert Ip gehörige Eigenfunktion des 
Kerns K{Xjl^); dann ist 

g>p{x) = kpfK{x,i)q^p(i)di--rpg{x), / cp p (g) ^ (|) ^g = 0, 

a a 

und da K{x,^) = G{x,i) und (S. 68) J^ = ist, folgt aus Satz 
VII, daß (ppix) ein überall innerhalb des Intervalles stetig diffe- 
renzierbares Integral der Differentialgleichung 

L(u) + XpU + l'g{x) = 

ist, welches die betreffenden Randbedingungen und die Nebenbe- 
dingung 

(92) / u{x)g{x)dx = 

a 

erfüllt. Außerdem ist nach (87) 




« 



• • 






/^ 



y 
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(93) /V(0 9,p (0 äi 

A '-"^ —— A« — 



f»it)git)dt 

a 



Umgekehrt, wenn die Differentialgleichung J{u) = für den 
Wert X = Xp ein Integral besitzt, das die betreffenden Randbe- 
dingungen und (92) erfüllt, so ist Ap ein Eigenwert, und das In- 
tegral ist eine zugehörige Eigenfunktipn für den Kern K(Xyi)] 

der Ausdruck A(u) aber besitzt für diesen Wert A = Ap keine 
Greensche Funktion im ursprünglichen engeren Sinne. 

Wir nennen deshalb kp einen Eigenwert der Differentialgleichung 

J (u) =z und die Lösung q^p (x) eine Eigenfunktion von A (w) = 
für die betre^*enden Rand- und Nebenbedingungen. 

Da der Kern ein geschlossener ist, gelten hier die drei Sätze 
S. 42. , 

35'emer wegen Satz VII gestattet jede zweimal stetig differen- 
zvetbare und den Randbedingungen und der Nebenbedingung (85) 
genügende Funktion f(x) die Darstellung 

f(x) = / Kix, I) q> (I) dl , 
a 

sobald man 

g>{x) = ^Hf{x))^X'g(x) 

wählt ; dabei braucht man wegen (80) A' nicht zu bestimmen. Wir 
erhalten also aus Satz VII den folgenden Satz: 

Satz IX. Es sei. g{x) irgend eine nicht identisch verschwindende 
stetige FunMion] dann läßt sich jede zweimal stetig differenzierbare 
Funktion f(x), die den betreffenden Bandbedingungen und der Neben- 
bedingung 

ff(f)g{t)dt = 
a 

genügt^ auf die Fouriersche Weise in eine Reihe entwicJceln, die nach 

den Eigenfunlctionen q)p{x) der Differentialgleichung A(u) = fort- 
schreitet; diese ReiJie konvergiert absolut und gleichmäßig. 

Tritt der oben (S. 54, 55) behandelte Fall ein, daß zum Aus- 
druck L {u) bei den betreffenden Randbedingungen eine Gxeensche 
Funktion im engeren Sinne nicht existiert, so gelten hier, wie im 



>- 4 
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Falle ohne Nebenbedingung ^), die Entwickelungen für die Green- 
sche Fniiktion im erweiterten Sinne, sowie ancli ein ähnliclier 
Satz über die Entwickelbarkeit nach Eigenfunktionen. 

Als Beispiel nehmen wir 

L{ti) = ^, (f(x) = -1. 



Die Greensche Funktion für L{u) und A{u) im Intervalle bis 1 
sind bereits oben (S. 64 und 56) aufgestellt worden; wir nehmen 
diese als Kern K {x, |), bez. lösende Funktion K (x^ |). Indem wir 

r(*,|) = K(:.j) = --^^^ 

setzen, können wir ^ und d eindeutig bestimmen durch die For- 
denmgen 



dk ' 



J ^{k; XjX)(ix = 



*(0) = -f(9{x)Ydx, 
a 

wie aus der Form (64) folgt. 
Es ergibt sich 

tf(;t) = ig 2(cosV/A-l) + V/A8inVl 

Die Wurzeln der Gleichung d(A) = sind also sämtlich positiv; die 
(2m — 1)*« Wurzel A,^j ist (2m ä)', die 2m^ Wurzel A,„ ist etwas 
weniger als (2m + 1)' ä*. Aus (64) folgt femer, da die Eigenwerte 
einfach sind, 



[ 



ddß) 



l = Xi 



dX 
hierdurch erhalten wir 

Vim-ii^) = V2sin2wÄir, 



V/A.„ \ sm VA.^ / 



^^2m ^ sin \ß^ 
aus (93) ist ferner 



1) Vgl Hubert, 1. c. S. 230. 
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Unser Satz IX besagt hier, daß jede zweimal stetig differenzier- 
bare Funktion von x, die für a: = und x = 1 verschwindet und 
der Bedingung 

j f(x)dx = 



genügt, sich auf die Fouriersche Weise in eine nach den obigen 
Eigenfunktionen q)p{x) fortschreitende Reihe entwickeln läßt, die 
absolut und gleichmäßig konvergiert. 
Als Beispiel ist 



«• 0?* X 2 

"6 T"^ 12 ~ "(2^ 



mi2nx sin 4^0? sin6^a; 

H öi 1 öi r 



1» ^ 2' ' 3* 



■•]• 



Als weiteres Beispiel wählen wir dieselbe Differentialgleichung 

^'^ .1 1' A 

j- + ku —k = 0. 



dx 

Für das Intervall — 1 bis + 1 und die Randbedingung IV (ä = — 1) 
ist 

^ ' S; - i^,[x. §J + 2 ^^^^ V^(VA cos VI- sin VÄ) ' 
wo 

2 S/k cos V A 
_ sm\{x-l-l)\IX)\ 

ist. Wir erhalten 

S{k) = ^\^ (\Jk cos \ß- sin ^J)] 

A-2- 

kp ist also etwas weniger als 



/ 2m + l \» , , ION 

y — 2 — ) ^ ' ^^ ^ ' ' '"^' 



Es ist ferner 



^'«=w('-^)'''=^v 
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Ebenso wie in den vorigen Abschnitten beherrscht unsere 
Methode die verallgemeinerte Theorie im Falle einer endlichen 
Anzahl m von stetigen Punktionen g^ (x)j . . . , ^^ (a;) und entspre- 
chenden Nebenbedingungen 

(86') J u(x)gj(x)dx = 

a 
bez. 

(90') J 9>(Öä(I)^I = Cj, (; = !,... m). 

a 

Besonders wichtig für unseren Zweck ist die Erweiterung des 
Satzes auf S. 59 — 60 wie wir im Abschnitte V sehen werden. 



V. Die Auflösung des isoperimetrischen Variations- 

problemes. 

Wir können jetzt das im ersten Abschnitte aufgestellte Va- 
riationsproblem auflösen. Wie man aus jener Diskussion sieht, 
genügt es zum Beweise der Existenz eines Minimums des ur- 
sprünglichen Problemes, wenn wir zeigen, daß es unter allen den 
Bedingungen 

(94) / u(x)g(x)dx = 0, / {u(x)ydx = 1 

a a 

genügenden Variationen, eine][nicht verschwindende gibt, bei der 
das Integral 

(96) J' = !**{«" H,, - M' (^ - if..)} dx 

ein positives Minimum besitzt. 
Es sei nun 

(96) H.,>0; 

da jET,!, J5r,j, Ifj,, endliche Funktionen sind, so ist 

TT 2 



H„ "" 



d. h. es hat ein Maximum; indem man nun (96) mit HiKe von 
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(94,) in der Form 

schreibt, sieht man, daß 

sein muß, d. h. J' besitzt gewiß ein Minimum. 
Durch Produktintegration findet man 

J' = — luL(u)dXj 

a 



wobei 



i(.)-^(fl.,«') + (^-a„)« 



ist; wegen (94) kann man auch schreiben 

J' = — / u \L{u)-\- l'g (x)\ dx = k' — / u \L{u) + Aw + l' g{x)\ dx. 
a a 

Eine notwendige Bedingung für die Existenz eines Minimums ist 
aber das Bestehen der Gleichung 

(97) L{u) + ku + X' g{x) = 

und der Bedingungen (94) ; wenn ein Minimum also überhaupt exi- 
stiert, so muß es ein Eigenwert Xp , und zwar der kleinste Eigen- 
wert Aj der Differentialgleichung sein, denn (S. 59 — 60) nur für 
einen Eigenwert k = Xp besitzt (97) mit Nebenbedingungen (94) 
eine Lösung (Eigenfunktion), die an den Stellen x = a und x = b 
verschwindet. Umgekehrt, wenn A = Aj ist, dann erreicht J' diesen 
Wert, wie man auch aus S. B9— 60 sieht. 

Es bleibt nur übrig zu zeigen, daß unter einer gewissen Be- 
dingung der kleinste Eigenwert positiv ist. Diese Jacobische Be- 
dingung stellen wir in folgender Form auf: Es soll für A = 
keine Lösung von (97) existieren, die an den Stellen x = a und 
X = b' <b verschwindet und den Nebenbedingungen 

J u{x)g{x)dx = 0, J {u(x)Ydx = 1 
a a 

genügt. Eme leichte Anwendung der Grreenschen Formel (71) 
zeigt aber mit Rücksicht auf (93) xmd (94), daß, wenn die obere 
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Grenze des Intervalles näher an der Stelle x ^= a heranrückt, 
der Parameterwert k statt des einer gewissen Lösung fpp{x) ent- 
sprechenden Wertes Ap größer wird wie Ap, und umgekehrt; m. a. 
W. daß, wenn A vom Werte Ap an kontinuierlich zunimmt, die Lö- 
sung 9p {x) sich so kontinuierlich ändert , daß die Nullstellen 
gegen die Stelle x = a heranrücken, und umgekehrt. Nimmt A 
also , von größeren Werten kommend , den Wert Ap an , so hat 
man die Lösung ^p{x)] wird A kleiner, so entfernen sich die an- 
deren Nullstellen weiter von der Nullstelle a; = a. Wenn A den 
nächst größten Eigenwert . Ap„, erreicht, dann kommt eine Null- 
stelle eines anderen Integrales an der Stelle x = b zu liegen 
und dies Integral wird mit der Lösung 9>p_, {x) identisch , u. s. w. 
bis A den Wert erreicht. Es nutzt nim gar nichts, A negative 
Werte durchlaufen zu lassen, denn gäbe es einen negativen Eigen- 
wert A_i, also eine zugehörige Lösung q)_^ (x), so könnte man einen 
Widerspruch gegen die Jacobische Bedingung hervorrufen, indem 
man A von A_^ bis wachsen läßt. 

Wir können diese Bedingung in der bekannten Form aus- 
sprechen, indem wir mit 

y = f{x, a, /3, ii) 

die allgemeine Lösung der Lagrangeschen Grleichung (3) vom Ab- 
schnitte I bezeichnen. Dann ist bekanntlich 

(98) u (x) = c, r^ (x) + c^ r, (x) + A' r^ (x) , 

wobei 

r (x) = ^/'(^> ^^ ß^ ^) 
^^ ^ da * 

sind, die allgemeine Lösung der Differentialgleichung 

L{u) + k'g{x) = 0. 

m 

Damit es aber solche Werte von c^ , c^ und A' und einen Wert 
X = b' geben soll, so daß die Lösung (98) an den Stellen x = a 
und X = V verschwindet und der Nebenbedingung 

J ^(^)9 (^) dx = 
a 
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genügt, ist es notwendig nnd hinreichend, daß die Determinante 

r, (a) r, (a) r, (a) 

r,{b') r,ib') r.(6') 



(99) J{a,b') = 



f r,{t)g {t) dt f r, (t) g (<) dt f r, (<) <; (t) dt 

a a a 



verschwindet. Wenn also für a<cx^b die Determinante J{a,x) 
von Null verschieden ist , so muß der kleinste Eigenwert positiv 
sein. 

Die Existenz eines Minimums des Ausdruckes (2), Abschnitt I 
bei der Nebenbedingung (1) ist also bewiesen unter den Voraus- 
setzungen (3), (96) und (99). 

Beispielsweise soll 



•^0 



y 



/> 



dx 



zum Minimum gemacht werden, wobei y der Bedingung 

J ydx = l 



genügen soll; die zwei gegebenen Punkte seien 0,0 und 1,1. Die 
Lösung der Grleichung (3) ist 

y = c(X + ß+-^] 

die drei Konstanten bestimmt man durch die gegebenen Funkte 
nnd die Nebenbedingung. Es ist ferner 

r,{x) = X, r^{x) = 1, r^{x) = -^ ; 



ar 



^(0,^) = fg-; ^n = i>0. 

Es folgt also, daß ein Minimum gewiß existiert. 

Dieser Beweis läßt sich fast wörtlich auf den Fall einer 
endlichen Anzahl m von Nebenbedingungen 



(1') 



^i=J (^,{y\y,x) dx = Ij (j = 1, . . . , m) 



a 



aasdehnen und wir erhalten folgenden allgemeineren Satz: 



